
Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

§1. Ìåðà Ëåáåãà íà ïîâåðõíîñòÿõ

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå E ⊂ Rd çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ φ ñî
çíà÷åíèÿìè â RN , N ≥ d, êëàññà C(r)(E), r ≥ 1, ò.å.
φ = (φ1, . . . , φN), φj : E−→R, j = 1, . . . , N , è êàæäàÿ ôóíê-
öèÿ φj èìååò âñå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà r
(óñëîâèå φ ∈ C(r)(E) òàêæå íàçûâàþò ãëàäêîñòüþ îòîáðà-
æåíèÿ φ ïîðÿäêà r). Äëÿ òàêîé âåêòîð-ôóíêöèè îïðåäåëåíà
ìàòðèöà ßêîáè

φ′ =
∂(φ1, . . . , φN)

∂(t1, . . . , td)
=


∂φ1

∂t1
. . . ∂φ1

∂td... . . . ...
∂φN

∂t1
. . . ∂φN

∂td

 .

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìíîæåñòâî S ⊂ RN íàçûâàåòñÿ d-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòüþ êëàññà C(r), r ≥ 1, â RN , N ≥ d, åñëè ñóùåñòâó-
åò îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî E ⊂ Rd è âåêòîð-ôóíêöèÿ
φ ∈ C(r)(E), âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùàÿ E íà S, è
òàêàÿ, ÷òî rangφ′ = d íà E.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì
φ : E−→S, êîòîðîå ÷àñòî íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèì çà-
äàíèåì ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå, êîãäà íå ñóùåñòâåííî, êàêîãî

1



êëàññà äàííàÿ ïîâåðõíîñòü, ìû íå áóäåì óïîìèíàòü ÷èñëî r,
âñåãäà ïðåäïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî r ≥ 1.

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå â ñëó÷àå N = d, êàê ïðàâèëî,
òåðìèí "ïîâåðõíîñòü"íå óïîòðåáëÿþò, âìåñòî ýòîãî èñïîëüçó-
þò ñëîâà "îáëàñòü"èëè "òåëî�, à â ñëó÷àå d = 1 ïîâåðõíîñòè
íàçûâàþò êðèâûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîâåðõíîñòÿìè ÷àñòî
íàçûâàþò (íàïðèìåð â çàäà÷íèêàõ) ìíîæåñòâà â RN , íå ÿâëÿ-
þùèåñÿ òàêîâûìè â ñìûñëå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð,
÷àñòü íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì (ïðè
îòîáðàæåíèè φ) çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E1 ⊂ E, èëè îáúåäè-
íåíèå íåñêîëüêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Â äîáàâëåíèå ê îïðåäåëåíèþ 1.1, óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü 0-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòüþ ëþáîé íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð òî÷åê â RN .

Ïðèìåð 1. Ïóñòü d = 1,N = 2,E = (0, 3π/2), φ :

{
x = cos t
y = sin t

.

Ïîñêîëüêó φ′(t) = (− sin t, cos t)T à ôóíêöèè sin è cos îäíîâðå-
ìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íîëü, rangφ′(t) = 1 äëÿ âñåõ t. Ïî-
ýòîìó äàííîå îòîáðàæåíèå φ çàäàåò îäíîìåðíóþ ïîâåðõíîñòü
( êðèâóþ), ÿâëÿþùóþñÿ ÷àñòüþ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, çà-
êëþ÷åííîé â 1-3-ì êâàäðàíòàõ. Åñëè E çàìåíèòü íà E1 =
(−π, π/2), òî ïîëó÷èì äðóãóþ ÷àñòü îêðóæíîñòè. Îáúåäèíå-
íèå ýòèõ ÷àñòåé ïîêðîåò âñþ îêðóæíîñòü, íî ñàìà îêðóæíîñòü
íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü d = 1, N = 3, E = (−∞,∞), φ :

{
x = t
y = 0
z = 0

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà φ′ ïîñòîÿííà, rangφ′ = 1, è
îòîáðàæåíèå φ çàäàåò êðèâóþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîâïà-
äàþùóþ ñ êîîðäèíàòíîé îñüþ x.
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Ïðèìåð 3. Ïóñòü d = 2, N = 3, E = R2, φ :

{
x = 0
y = u
z = v

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà φ′ ïîñòîÿííà, rangφ′ = 2, è
îòîáðàæåíèå φ çàäàåò äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, ñîâïàäàþùóþ ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ yz.

Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå f çàäàííîå íà d-ìåðíîé ïîâåðõ-
íîñòè S â RN ãëàäêèì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ∈ S ñóùåñòâó-
åò d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S1, S1 ⊂ S, x0 ∈ S1, è îòîáðàæåíèå F ,
îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå â íåêîòîðîé
N -ìåðíîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òàêîå ÷òî F |S1

= f . Îòîá-
ðàæåíèå f , âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùåå d-ìåðíóþ ïî-
âåðõíîñòü S íà d-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü T , íàçîâåì äèôôåîìîð-
ôèçìîì, åñëè f è f−1 � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 1.2. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ φ : E−→S çàäàåò ïîâåðõ-
íîñòü S, òî φ � äèôôåîìîðôèçì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîâåðõíîñòè φ ÿâëÿåò-
ñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì è φ ∈ C(1)(E). Ïóñòü
x0 = (x01, . . . , x

0
N) ∈ S, ïîëîæèì t0 = (t01, . . . , t

0
d) = φ−1(x0).

Òàê êàê rangφ′(t0) = d, ñóùåñòâóþò íîìåðà k1, . . . , kd, òàêèå
÷òî ∣∣∣∣∣∣∣

∂φk1

∂t1
(t0) . . .

∂φk1

∂td
(t0)

... . . . ...
∂φkd

∂t1
(t0) . . .

∂φkd

∂td
(t0).

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî kl = l, l = 1, . . . , d.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x = (x1, . . . , xN) óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ñî-
îòâåòñòâóþùèé d-ìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xd ÷å-
ðåç x̃, â ÷àñòíîñòè, x̃0 = (x01, . . . , x

0
d). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé
φk(t) = uk, k = 1, . . . , d,
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ñ íåèçâåñòíûìè t1, . . . , td, u1, . . . , ud è ðàçðåøèì åå îòíîñèòåëü-
íî t1, . . . , td â îêðåñòíîñòè òî÷êè (t0, x̃0). Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóþò Eε ⊂ E, Eδ ⊂ Rd � îêðåñòíîñòè (êó-
áè÷åñêèå) òî÷åê t0, x̃0 ñîîòâåòñòâåííî, è åäèíñòâåííûé íàáîð
ôóíêöèé

t∗k : Eδ −→(t0k − ε, t0k + ε), k = 1, . . . , d,

òàêèõ ÷òî t∗k(x̃
0) = t0k è φk(t

∗
1(u), . . . , t

∗
d(u)) = uk äëÿ âñåõ

u ∈ Eδ, ïðè÷åì ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.
Ïîëîæèì S1 = φ(t∗(Eδ)). Åñëè x ∈ S1, òî x = φ(t∗(u)), u ∈ Eδ,
÷òî âëå÷åò xk = φk(t

∗
1(u), . . . , t

∗
d(u)) = uk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , d,

ò.å. x̃0 = u. Òàêèì îáðàçîì, åñëè x ∈ S1, òî x = φ(t∗(x̃)), à çíà-
÷èò φ−1(x) = t∗(x̃). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ψ(x) := t∗(x̃) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé N -ìåðíîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0, ïîñêîëüêó îò ïåðåìåííûõ xk, k = d + 1, . . . , N , îíà
íå çàâèñÿò, à íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé t∗k,
k = 1, . . . , d, óñòàíîâëåíà, è ψ|S1

= φ−1. ♢
Ïóñòü d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèåé

φ : E−→S. Îáîçíà÷èì σ-àëãåáðó èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ìíî-
æåñòâ â Rd ÷åðåç A(Rd) è ââåäåì ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà S

A(S) := {e ⊂ S : φ−1(e) ∈ A(Rd)}.
Ïðåäëîæåíèå 1.3. Ñîâîêóïíîñòü A(S) ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàí íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð
ìíîæåñòâ en ∈ A(S), òîãäà φ−1(en) ∈ A(Rd), à çíà÷èò è îáú-
åäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ èçìåðèìî (ïîñêîëüêó A(Rd) ÿâëÿåòñÿ
σ-àëãåáðîé). Ðàâåíñòâî

φ−1
(
∪
n
en

)
=
∪
n

φ−1(en),
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âëå÷åò
∪
n
en ∈ A(S). Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

φ−1 (S \ e) = φ−1(S) \ φ−1(e),

óñòàíàâëèâàåì, ÷òî åñëè e ∈ A(S), òî S \ e ∈ A(S). ♢
Ïîñòðîåííàÿ σ-àëãåáðà ôîðìàëüíî çàâèñèò îò φ, íèæå áó-

äåò ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòîé çàâèñèìîñòè íåò.
Äàëåå íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ êâàäðàòíûõ ìàò-

ðèö ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann

 =: {akl}

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ãðàìà 1 âåêòîð-ôóíêöèè φ

Gφ = (φ′)T ·φ′ =

{⟨
∂φ

∂tk
,
∂φ

∂tl

⟩}
, ãäå

⟨
∂φ

∂tk
,
∂φ

∂tl

⟩
=
∑
j

∂φj

∂tk

∂φj

∂tl
.

Èç àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà íåîòðè-
öàòåëåí è îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû
∂φ
∂tk
, k = 1, . . . , d, ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîñêîëüêó rangφ′ = d

íà E, âåêòîðû ∂φ
∂tk
, k = 1, . . . , d, ëèíåéíî íåçàâèñèìû, è çíà-

÷èò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Ãðàìà âåêòîð-ôóíêöèè φ ñòðîãî
ïîëîæèòåëåí íà E.

Îïðåäåëèì íà σ-àëãåáðåA(S)ôóíêöèþ ìíîæåñòâ, ñîïîñòàâ-
ëÿþùóþ êàæäîìó e ∈ A(S) çíà÷åíèå

s e =

∫
φ−1(e)

√
detGφ dµ, (1)

1Èîðãåí Ãðàì (1850-1916) � äàòñêèé ìàòåìàòèê.
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ãäå µ = µd � ìåðà Ëåáåãà â Rd. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò èíòå-
ãðàë èìååò ñìûñë, òàê êàê ìíîæåñòâî φ−1(e) èçìåðèìî â Rd,
à ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ s, îïðåäåëåííàÿ ðà-
âåíñòâîì (1), ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé σ-êîíå÷íîé ìåðîé â S.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðîâåðèì ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü s. Ïóñòü
äàí íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ìíî-
æåñòâ en ∈ A(S), e =

∪
n
en, òîãäà ââèäó âçàèìíîé îäíîçíà÷-

íîñòè îòîáðàæåíèÿ φ ìíîæåñòâà φ−1(en) òàêæå ïîïàðíî äèçú-
þíêòíû, è

φ−1(e) = φ−1

(∪
n

en

)
=
∪
n

φ−1(en),

ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà,
èìååì

s e =

∫
φ−1(e)

√
detGφ dµ =

∑
n

∫
φ−1(en)

√
detGφ dµ =

∑
n

s en.

×òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî s � ìåðà, îñòàëîñü ïðîâåðèòü ñâîé-
ñòâî s ∅ = 0, êîòîðîå î÷åâèäíî. Òåïåðü äîêàæåì ïîëíîòó ýòîé
ìåðû. Ïóñòü e ∈ A(S), s e = 0, e′ ⊂ e. Òîãäà∫

φ−1(e)

√
detGφ dµ = 0,

÷òî ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè âëå÷åò
µ(φ−1e) = 0. Ïîñêîëüêó φ−1(e′) ⊂ φ−1(e), à ìåðà µ ïîëíàÿ,
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îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî φ−1(e′) ∈ A(Rd) è µφ−1(e′) = 0, à çíà÷èò
e′ ∈ A(S) è

s e′ =

∫
φ−1(e′)

√
detGφ dµ = 0.

Ïðîâåðèì, ÷òî ìåðà s σ-êîíå÷íà. Ïóñòü e ∈ A(S). Ââèäó
σ-êîíå÷íîñòè ìåðû Ëåáåãà µ ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé
íàáîð èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Ek, òàêèõ ÷òî Ek ⊂ E, µEk < ∞
è φ−1(e) =

∪
k

Ek. Ïîëîæèì

Ekl = {x ∈ Ek : l − 1 <
√

detGφ ≤ l}, l = 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî Ekl ⊂ Ek, Ek =
∪
l

Ekl è

s(φ(Ekl)) =

∫
Ekl

√
detGφ dµ <∞.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî e =
∪
k,l

φ(Ekl). ♢

Ïîñòðîåííàÿ ìåðà ôîðìàëüíî çàâèñèò îò φ. Ñåé÷àñ áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå çàâñèìîñòè íåò.

Òåîðåìà 1.5. σ-àëãåáðà A(S) è ìåðà s, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñò-
âîì (1), íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S â RN çà-
äàíà äâóìÿ âåêòîð-ôóíêöèÿìè: φ : E−→S è φ̃ : Ẽ−→S. Ïî
òåîðåìå 1.2 îáà îòîáðàæåíèÿ φ, φ̃ ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèç-
ìàìè, à çíà÷èò è îòîáðàæåíèå Φ := φ−1 ◦ φ̃, äåéñòâóþùåå èç
Ẽ â E, � òîæå äèôôåîìîðôèçì, ò.å. îáà îòîáðàæåíèÿ Φ, Φ−1

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Ïîñêîëüêó ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ñîõðà-
íÿåò èçìåðèìîñòü â Rd, äëÿ ëþáîãî e ⊂ S ìíîæåñòâà φ−1(e),
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φ̃−1(e) èçìåðèìû èëè íå èçìåðèìû ïî Ëåáåãó îäíîâðåìåííî.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A(S) íå çàâèñèò îò φ.

Ïóñòü e ∈ A(S). Çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ â èíòåãðàëå, èìååì∫
φ−1(e)

√
detGφ dµ =

∫
Φ−1◦φ−1(e)

√
detGφ ◦ Φ | detΦ′| dµ =

∫
φ̃−1(e)

√
(detGφ ◦ Φ) det2Φ′ dµ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

(detGφ ◦ Φ)det2Φ′ = detGφ̃. (2)

Ïîñêîëüêó φ̃ = φ ◦ Φ, èìååì

Gφ̃ = (φ̃′)T · φ̃′ = ((φ′ ◦ Φ) · Φ′)T · ((φ′ ◦ Φ) · Φ′) =

(Φ′)T · ((φ′ ◦ Φ)T · (φ′ ◦ Φ)) · (Φ′).

Îòñþäà, ïîñêîëüêó ìàòðèöà Φ′ êâàäðàòíàÿ, ñëåäóåò

detGφ̃ = det(Φ′)T det(Φ′) det((φ′ ◦ Φ)T · (φ′ ◦ Φ))

÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

det
(
(φ′ ◦ Φ)T · (φ′ ◦ Φ)

)
= det(Gφ ◦ Φ) = detGφ ◦ Φ

âëå÷åò (2). ♢
Èòàê, äëÿ êàæäîé ïîâåðõíîñòè S ñóùåñòâóåò ìåðà, îïðåäå-

ëåííàÿ ðàâåíñòâîì (1), êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ñàìîé ïî-
âåðõíîñòè S è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà åå çàäàíèÿ. Íàçîâåì åå
ìåðîé Ëåáåãà íà S.

Òåïåðü îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìåðû Ëåáåãà íà ïîâåðõ-
íîñòè. Ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü S çàäàíà âåêòîð-
ôóíêöèåé φ : E−→S, E ⊂ Rd, S ⊂ RN . Ïîñêîëüêó ìíîæå-
ñòâî E îòêðûòî, åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
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ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ êóáè÷åñêèõ ÿ÷ååê, ñîîòâåòñòâåííî ïî-
âåðõíîñòü S ðàçîáüåòñÿ íà îáðàçû ýòèõ ÿ÷ååê. Ïóñòü ∆� îäíà
èç ÿ÷ååê, e = φ(∆). Âûáðàâ ïîäõîäÿùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò
â Rd è RN , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∆ = [0, δ)d, φ(0) = 0. Åñ-
ëè t ∈ ∆, òî ïî ôîðìóëå Òåéëîðà φ(t) = Dt + ∥t∥α(t), ãäå
α(t) ∈ RN , lim

t→0
α(t) = 0, à D � êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå:

D(t) = φ′(0) · t, t ∈ Rd.

Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå x = 0 íàçî-
âåì ïîâåðõíîñòü, çàäàííóþ âåêòîð-ôóíêöèåé D.

Ïîêàæåì, ÷òî ìåðà ìàëîãî ó÷àñòêà ïîâåðõíîñòè áëèçêà ê
îáúåìó ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè (â òîì
ñìûñëå, ÷òî ìàëà èõ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü). Îáðàçîì
ÿ÷åéêè ∆ (ïðè îòîáðàæåíèè D) áóäåò íåêîòîðûé êîñîóãîëü-
íûé ïàðàëëåëåïèïåä P . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ GD(t) ïîñòî-
ÿííà. Îáîçíà÷èì ìåðó Ëåáåãà íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ÷åðåç
sD è âû÷èñëèì çíà÷åíèå

sDP =

∫
D−1P

√
detGD dµ =

∫
∆

√
detGD dµ = C δd.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî GD(t) = Gφ(0) äëÿ âñåõ t ∈ Rd. Ââèäó
ãëàäêîñòè φ äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå ÷òî
|
√

detGφ(t)−
√

detGφ(0)| < ε äëÿ âñåõ t ∈ ∆, è çíà÷èò

|se− sDP | ≤
∫
∆

|
√

detGD −
√

detGφ| dµ ≤ εδd.

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü óêëîíåíèÿ sDP
îò se ìàëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå 1.5 âåëè÷èíà sDP íå
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çàâèñèò îò ñïîñîáà çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè, è ìû ìîæåì çàäàòü
êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ âåêòîð-ôóíêöèè D̃:

D̃k(t) = tk, k = 1, . . . , d; D̃k(t) = 0, k = d+ 1, . . . , N.

ßñíî, ÷òî GD̃ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è D̃−1(P ) = P , ïîýòîìó

sDP =

∫
P

dµ = µP.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èñòîëêîâûâàòü ìåðó s ìíîæåñòâà e ⊂ S
êàê åãî îáúåì (ïëîùàäü).

Îïðåäåëèâ ìåðó íà ïîâåðõíîñòè, ìû ïîëó÷èëè ñîîòâåòñòâó-
þùèé íàáîð èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåðû ôóíêöèé, çà-
äàííûõ íà ïîâåðõíîñòè èëè íà êàêîé-òî åå ÷àñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.6. Ïóñòü d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà
âåêòîð-ôóíêöèåé φ : E−→S, e ∈ A(S). Ôóíêöèÿ f èçìåðè-
ìà íà e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ◦φ èçìåðèìà
íà φ−1(e).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðà-
âåíñòâà

{x ∈ e : f(x) ≥ a} = {x = φ(t) : t ∈ φ−1(e), f(φ(t)) ≥ a} =

φ{t : t ∈ φ−1(e), (f ◦ φ)(t) ≥ a}.♢

Èìåÿ ïîëíóþ ìåðó s íà ïîâåðõíîñòè S, äëÿ ôóíêöèè f ,
çàäàííîé íà S è èçìåðèìîé (îòíîñèòåëüíî s), è ìíîæåñòâà
e ∈ A(S) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë∫

e

f ds,
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îïðåäåëåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé èíòåãðàëà Ëåáå-
ãà. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûìè èíòåãðàëàìè
ïåðâîãî ðîäà.

Òåîðåìà 1.7. Ïóñòü d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü S çàäàíà âåêòîð-
ôóíêöèåé φ : E−→S, e ∈ A(S), ôóíêöèÿ f èçìåðèìà íà e,
òîãäà ∫

e

f ds =

∫
φ−1(e)

f ◦ φ
√

detGφ dµ, (3)

ïðè÷åì èíòåãðàëû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè èìåþò èëè íå
èìåþò ñìûñëà îäíîâðåìåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ f
ñóììèðóåìà íà e.

à) Ïóñòü f = χe′, e
′ ∈ A(S), e′ ⊂ e, òîãäà∫

e

f ds =

∫
e′

ds = s e′ =

∫
φ−1e′

√
detGφ dµ =

∫
φ−1(e)

χφ−1(e′)

√
detGφ dµ =

∫
φ−1(e)

f ◦ φ
√

detGφ dµ.

b) Ïóñòü f � ïðîñòàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. ñó-
ùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ
ìíîæåñòâ en ∈ A(S), òàêèõ ÷òî e = ∪

n
en è f =

∑
n
cnχen, cn ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â ï. a), ìû èìååì∫
e

f ds =

∫
e

∑
n

cnχen ds =
∑
n

cn

∫
en

χen ds =

∑
n

cn

∫
φ−1(en)

χen ◦ φ
√
detGφ dµ =

∫
φ−1(e)

f ◦ φ
√
detGφ dµ.
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Â ýòîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ ìû ìîãëè âûíåñòè çíàê ñóììû èç
ïîä èíòåãðàëà â ñèëó òåîðåìû Ëåáåãà (ôóíêöèÿ f ñóììèðó-
åìà è íåîòðèöàòåëüíà, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé äëÿ
÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà), âíåñåíèå çíàêà ñóììû ïîä èíòåãðàë
îïðàâäàíî ñëåäñòâèåì ê òåîðåìå Ëåâè.

c) Ïóñòü f ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé fn, òàêèõ ÷òî fn ≤ fn+1 ≤ f , fn ≥ 0,
fn → f ïî÷òè âåçäå íà e. Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â ï. b), ìû
èìååì ∫

e

f ds =

∫
e

lim
n→∞

fn ds = lim
n→∞

∫
e

fn ds =

lim
n→∞

∫
φ−1(e)

fn ◦ φ
√

detGφ dµ =

∫
φ−1(e)

f ◦ φ
√

detGφ dµ.

Â ýòîé öåïî÷êå ðàâåíñòâ ìû ìîãëè âûíåñòè çíàê ïðåäåëà èç
ïîä èíòåãðàëà â ñèëó ïåðâîé òåîðåìû Ëåâè, âíåñåíèå çíàêà
ïðåäåëà ïîä èíòåãðàë îïðàâäàíî âòîðîé òåîðåìîé Ëåâè.

d) Ïðîèçâîëüíóþ ñóììèðóåìóþ íà e ôóíêöèþ ïðåäñòàâèì
â âèäå f = f+−f−. Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â ï. ñ) äëÿ ôóíêöèé
f+, f−, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî f±◦φ = (f ◦φ)±, ïîëó÷èì (3).

2. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íå ñóììèðóåìà íà e.
a) Ïóñòü f ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî êîíå÷íîé ìåðû en, en ⊂ e, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ f
îãðàíè÷åíà (è ñòàëî áûòü ñóììèðóåìà), è∫

en

f ds > n.
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Â ñèëó óæå äîêàçàííîãî äëÿ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé ðàâåí-
ñòâà (3) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∫

φ−1(en)

f ◦ φ
√

detGφ dµ > n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3) ðàâåí áåñêîíå÷-
íîñòè.

b) Ïóñòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (3) ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷åí îäèí è òîëüêî îäèí èç äâóõ èíòåãðàëîâ∫

e

f+ ds,

∫
e

f− ds. (4)

Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå â ïï. 1ñ), 2a) äëÿ ôóíêöèé f+, f−, óñòà-
íàâëèâàåì, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (3) òîæå ðàâåí áåñêî-
íå÷íîñòè.

c) Ïóñòü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (3) íå èìååò ñìûñëà. Â ýòîì
ñëó÷àå îáà èíòåãðàëà (4) áåñêîíå÷íû. Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå
â ï. 2a) äëÿ ôóíêöèé f+, f−, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî èíòåãðàë â
ïðàâîé ÷àñòè (3) òîæå íå èìååò ñìûñëà.

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç
ïï. 1d), 2b), 2c) îò ïðîòèâíîãî ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè (3) èìååò ñìûñë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò ñìûñë
èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè. ♢

§2. Ìåðà Ëåáåãà íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ìíîæåñòâî M ⊂ RN íàçûâàåòñÿ d-ìåð-
íûì ìíîãîîáðàçèåì (áåç êðàÿ) â RN , N ≥ d, êëàññà C(r),
r ≥ 1, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íîãî íàáîðà d-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé êëàññà C(r) è îáëàäàåò
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ñâîéñòâîì M: äëÿ ëþáîé d-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè S ⊂ M è
äëÿ ëþáîãî x0 ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

M ∩ {x ∈ RN : ρ(x, x0) < ε} ⊂ S.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü îäíîìåðíûå ïîâåðõíîñòè S1, S2 çàäàíû ñî-
îòâåòñòâåííî âåêòîð-ôóíêöèÿìè φj : Ej −→Sj, j = 1, 2,

E1 = (0, 3π/2), E2 = (−π, π/2), φ1 = φ2 :

{
x = cos t
y = sin t

.

Óæå îáñóæäàëîñü, ÷òî îáúåäèíåíèåì ýòèõ ïîâåðõíîñòåé áóäåò
îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ñàìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ. ßñíî,
÷òî ñâîéñòâîM âûïîëíåíî, è, òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Ïðèìåð 2. Ïîëîæèì S1 = {x ∈ R2 : −1 < x1 < 1, x2 = 0},
S2 = {x ∈ R2 : −1 < x2 < 1, x1 = 0}. ßñíî, ÷òî S1, S2 �
îäíîìåðíûå ïîâåðõíîñòè, íî èõ îáúåäèíåíèå íå áóäåò ìíîãî-
îáðàçèåì, òàê êàê ñâîéñòâî M íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè x0 = 0.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü M � d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå , S, S ′ �
d-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè , S, S ′ ⊂M , S ∩ S ′ ̸= ∅. Òîãäà S ∩ S ′ �
d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, S ∩ S ′ ∈ A(S).

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S çàäàíà âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ : E−→S. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Ẽ := φ−1(S ∩ S ′)
îòêðûòî â Rd. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó t0 ∈ Ẽ è ïîëîæèì
x0 = φ(t0). Ïî ñâîéñòâó M ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî

M ∩ {x ∈ RN : ρ(x, x0) < ε} ⊂ S ′.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî E îòêðûòîå, à îòîáðàæåíèå φ ãëàäêîå,
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè t0, êîòîðàÿ öåëèêîì ñîäåðæèò-
ñÿ â E, à åå îáðàç ïîïàäåò â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x0. Çíà÷èò
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îáðàç ýòîé îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ â S ∩S ′, ÷òî è äîêàçûâàåò
îòêðûòîñòü Ẽ. Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîâåðõíîñòè è A(S)
ñëåäóþò îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû. ♢

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè â óñëîâèÿõ ëåììû 2.2 e ⊂ S ∩ S ′, òî
e ∈ A(S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e ∈ A(S ′), è èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî s e = s′ e, ãäå s, s′ � ìåðû Ëåáåãà ñîîòâåò-
ñòâåííî íà ïîâåðõíîñòÿõ S, S ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.2 ÿñíî, ÷òî
ïîâåðõíîñòü S∩S ′ ìîæåò áûòü çàäàíà ñóæåíèåì âåêòîð-ôóíê-
öèè φ, çàäàþùåé S, íà φ−1(S ∩ S ′). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî óñëîâèÿ
e ∈ A(S) è e ∈ A(S ∩ S ′) ðàâíîñèëüíû. Òî÷íî òàê æå óñòàíàâ-
ëèâàåì, ÷òî e ∈ A(S ′) ðàâíîñèëüíî e ∈ A(S ∩ S ′). Èç òåõ æå
ðàññóæäåíèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèå ìåðû Ëåáåãà ìíîæåñòâà
e íà ïîâåðõíîñòè S ∩S ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñïîñîáà çàäàíèÿ
ïîâåðõíîñòè, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îíî ñîâïàäàåò è ñ s e, è
ñ s′ e.♢

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü M � d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå,

M =
∪
n

Sn, (5)

ãäå Sn, n ∈ N, � d-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûå),

A(M) :=
{
e ⊂M : e = ∪

n
en, en ∈ A(Sn)

}
. (6)

Òîãäà ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ A(M) ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé è
íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî Sn ∈ A(Sn),
ïîýòîìó èç (5) ñëåäóåòM ∈ A(M). Ïóñòü e = ∪

k
ek, ek ∈ A(M),
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òîãäà ek = ∪
n
enk, enk ∈ A(Sn), è çíà÷èò e = ∪

n
e′n, e

′
n = ∪

k
enk,

e′n ∈ A(Sn), ÷òî îçíà÷àåò e ∈ A(M). Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî
e ∈ A(M), e = ∪

k
ek, ek ∈ A(Sk), òîãäà

M \ e =
∪
n

(Sn \ e) =
∪
n

∩
k

(Sn \ ek),

Sn \ ek = (Sn \ (Sk ∩ Sn)) ∪ ((Sn ∩ Sk) \ ek).

Ïî ëåììå 2.2 Sn \ (Sk ∩ Sn) ∈ A(Sn), (Sn ∩ Sk) \ ek ∈ A(Sk),
íî òîãäà (Sn ∩ Sk) \ ek ∈ A(Sn) ââèäó ñëåäñòâèÿ 2.3, à çíà÷èò
Sn \ ek ∈ A(Sn) äëÿ ëþáîãî k, ÷òî âëå÷åò M \ e ∈ A(M). Ìû
äîêàçàëè, ÷òî A(M) � σ-àëãåáðà.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = ∪
k
S ′
k, ãäå S

′
k, k ∈ N, �

d-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè

e = ∪
k
e′k, e

′
k ∈ A(S ′

k),

òî e ∈ A(M). Ïîñêîëüêó A(M) � σ-àëãåáðà, äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî e′k ∈ A(M). Ïîëîæèì enk = e′k ∩ Sn = e′k ∩ (Sn ∩ S ′

k).
Ïî ëåììå 2.2 enk ∈ A(S ′

k), íî òîãäà enk ∈ A(Sn) ââèäó ñëåä-
ñòâèÿ 2.3. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî e′k = ∪

n
enk. ♢

Ëåììà 2.5. Ïóñòü M � d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, S, S ′ �
d-ìåðíûå ïîâåðõíîñòè , S, S ′ ⊂ M , e ∈ A(S), e′ ∈ A(S ′),
òîãäà e ∩ e′ ∈ A(S), e \ e′ ∈ A(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò e∩ (S∩S ′) ∈ A(S),
e′ ∩ (S ∩ S ′) ∈ A(S ′), íî òîãäà e′ ∩ (S ∩ S ′) ∈ A(S) ââèäó
ñëåäñòâèÿ 2.3, à çíà÷èò

e ∩ e′ = (e ∩ (S ∩ S ′)) ∩ (e′ ∩ (S ∩ S ′)) ∈ A(S).

Âòîðîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà e \ e′ = e \ (e ∩ e′). ♢

16



Ñëåäñòâèå 2.6. Ïóñòü d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ïðåäñòà-
âèìî â âèäå (5), òîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà e ∈ A(M)
èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

e = ∪
n
en, en ∈ A(Sn), en ∩ ek = ∅ ïðè n ̸= k. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ σ-àëãåáðû A(M) ñóùå-
ñòâóåò íàáîð ìíîæåñòâ e′n ∈ A(Sn), n ∈ N, òàêèõ ÷òî e = ∪

n
e′n.

Ïîëîæèâ e1 = e′1, e2 = e′2 \ e′1, e3 = (e′3 \ e′2) \ e′1 è ò.ä., ââèäó
ëåììû 2.5, ïîëó÷èì òðåáóåìûå ìíîæåñòâà en, n ∈ N. ♢
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü d-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèåM ïðåäñòàâèìî
â âèäå (5), ìíîæåñòâî e ∈ A(M) ïðåäñòàâèìî â âèäå (7),

s e :=
∑
n

snen, (8)

ãäå sn � ìåðà Ëåáåãà íà Sn. Òîãäà s e íå çàâèñèò îò âûáîðà
íàáîðà ìíîæåñòâ en â (7) è íàáîðà ïîâåðõíîñòåé Sn â (5), à
îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì íà A(M) ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ s
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ìåðîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîãî-
îáðàçèÿ: M = ∪

k
S ′
k è äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà e:

e = ∪
k
e′k, e

′
k ∈ A(S ′

k), e′n ∩ e′k = ∅ ïðè n ̸= k.

Ïîëîæèì enk = en ∩ e′k. Ïóñòü s′n � ìåðà Ëåáåãà íà ïîâåðõíî-
ñòè S ′

n. Èç î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ en = ∪
k
enk, e

′
k = ∪

n
enk, ïðèíè-

ìàÿ âî âíèìàíèå ëåììó 2.5 è ñ÷åòíóþ àääèòèâíîñòü ìåð sn s
′
n,

ïîëó÷èì

s e =
∑
n

snen =
∑
n

∑
k

snenk =
∑
k

∑
n

s′kenk =
∑
k

s′ke
′
k.
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Äëÿ ïðîâåðêè ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ôóíêöèè ìíîæåñòâ s
ðàññìîòðèì íàáîð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ e′n ∈ A(M),
è ïóñòü äëÿ e′n ïðåäñòàâëåíèå (7) èìååò âèä

e′n = ∪
k
e′nk, e

′
nk ∈ A(Sk), e′nk ∩ e′nl = ∅ ïðè l ̸= k,

òîãäà ∑
n

s e′n =
∑
n

∑
k

sk e
′
nk =

∑
k

sk

(
∪
n
e′nk

)
.

ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà ek := ∪
n
e′nk ïîïàðíî äèçúþíêòíû, ek ∈ A(Sk)

è e = ∪
k
ek, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

∑
k

s ek = s e.

Ñâîéñòâî s ∅ = 0 è ïîëíîòà ìåðû î÷åâèäíû. ♢
Èìåÿ ïîëíóþ ìåðó s íà ìíîãîîáðàçèè M , äëÿ ìíîæåñòâà

e ∈ A(M) è ôóíêöèè f , çàäàííîé è èçìåðèìîé íà e (îòíîñè-
òåëüíî s), ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èíòåãðàë∫

e

f ds,

îïðåäåëåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé èíòåãðàëà Ëå-
áåãà. Òàêèå èíòåãðàëû òîæå áóäåì íàçûâàòü ïîâåðõíîñòíûìè
èíòåãðàëàìè ïåðâîãî ðîäà.

§3. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ïóñòü N ∈ N, d + 1 ∈ N, ââåäåì ìíîæåñòâî Id âåêòîðîâ
i = (i1, . . . , id) ∈ Rd, ik ∈ {1, . . . , N}, k = 1, . . . , d. Â ñëó÷àå
d = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî Id � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ïðîèç-
âîëüíîì ìíîæåñòâå U ⊂ RN , ïðèíàäëåæèò êëàññó C(r), r ≥ 1,
åñëè îíà çàäàíà íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U ′ ⊂ RN ,
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ñîäåðæàùåì U , è èìååò íà íåì âñå íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-
èçâîäíûå ïîðÿäêà r. Ïðè ýòîì äëÿ íàñ ñóùåñòâåííû ëèøü çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ íà U . Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-
íî îòîæäåñòâèòü äâå ðàçëè÷íûå íà U ′ ôóíêöèè êëàññà C(r), ó
êîòîðûõ íà U ñîâïàäàþò çíà÷åíèÿ ñàìèõ ôóíêöèé è âñåõ èõ
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî. Áóäåì ãî-
âîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå U ⊂ RN ,
ïðèíàäëåæèò êëàññó C(0), åñëè îíà íåïðåðûâíà íà U .

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü U ⊂ RN , äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìîé â RN , çàäàííîé íà U , ïîðÿäêà d (èëè d -ôîðìîé) íàçîâåì
íàáîð íåïðåðûâíûõ íà U ôóíêöèé fi, i ∈ Id, (ïðè d = 0 ñ÷è-
òàåì, ÷òî ýòîò íàáîð ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé ôóíêöèè
áåç èíäåêñà). Åñëè âñå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå d-ôîðìó, ïðè-
íàäëåæàò C(r) r ≥ 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî ôîðìà
êëàññà C(r).

Ëþáàÿ d-ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé êëàññà C(0). Åñëè ðå÷ü
èäåò î äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå è íå óòî÷íÿåòñÿ åå êëàññ, òî
ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî ôîðìà êëàññà C(0).

Ïîêà ýòî íîâîå ïîíÿòèå ââåäåíî ÷èñòî ôîðìàëüíî è íå íåñåò
ñîäåðæàòåëüíîãî ñìûñëà, îí ïîÿâèòñÿ, êîãäà äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì áóäóò ââåäåíû ðàçëè÷íûå äåéñòâèÿ è îïåðàöèè,
à òàêæå áóäóò ïîñòóëèðîâàíû ïðàâèëà, ïîçâîëÿþùèå îòîæ-
äåñòâëÿòü íåêîòîðûå ôîðìû.

Â ñëó÷àå, êîãäà U � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî íåêîòîðîé ïî-
âåðõíîñòè èëè ìíîãîîáðàçèÿ, ìîæíî ðàñøèðèòü ïîíÿòèå äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìû, ïîòðåáîâàâ îò ôóíêöèé fi èõ èçìåðè-
ìîñòü âìåñòî íåïðåðûâíîñòè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò áóäåò ñâÿçàí ñ ôîðìàìè, â êîòîðûõ � fi ãëàäêèå ôóíê-
öèè, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Îïðåäåëèì ñëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ñóììîé
d-ôîðì ω, ω′, îïðåäåëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿìè fi, f

′
i ,

i ∈ Id, íàçûâàåòñÿ d-ôîðìà ω + ω′, îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿìè
fi + f ′i , i ∈ Id. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì êîììóòàòèâíî è àññîöèàòèâíî.

Òåïåðü êàæäóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñóììó îäíî÷ëåííûõ ôîðì (îïðåäåëÿåìûõ åäèí-
ñòâåííîé íåíóëåâîé ôóíêöèåé).

Äëÿ îäíî÷ëåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé d-ôîðìû ω, îïðåäå-
ëåííîé ôóíêöèåé fi, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

ω = fi dxi1 ∧ . . . ∧ dxid.

Òîãäà ïðîèçâîëüíàÿ d-ôîðìà ω, îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿìè fi,
i ∈ Id, èìååò âèä

ω =
∑
i∈Id

fi dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxid.

Åñëè âñå fi òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ íà U , òî áóäåì ïèñàòü
ω = 0. Â ñëó÷àå d = 0 áóäåì ïèñàòü ω = f . Äàëåå áóäåò ïî-
íÿòíî, ïî÷åìó òàêàÿ ôîðìà çàïèñè óäîáíà, íî îäíî èç óäîáñòâ
îòìåòèì ñðàçó. Èíäåêñ ôóíêöèè i ïðèñóòñòâóåò è â ñòîÿùåì
ïîñëå íåå äèôôåðåíöèàëüíîì âûðàæåíèè, ïîýòîìó ïðè îáî-
çíà÷åíèè ôóíêöèé ðàçíûìè áóêâàìè åãî ìîæíî îïóñêàòü. Ïðè
ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ ïåðåìåííûå dxi1, dxi2, . . . ìîæíî òàêæå
îáîçíà÷àòü ðàçíûìè áóêâàìè. Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíóþ
ôîðìó

f12 dx1 ∧ dx2 + f23 dx2 ∧ dx3 + f31 dx3 ∧ dx1, (N = 3, d = 2)

ïåðåîáîçíà÷èâ f12 = P, f23 = Q, f31 = R, ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå

P dx ∧ dy +Qdy ∧ dz +Rdz ∧ dx. (9)
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Äàëåå ìû íå âñåãäà áóäåì óòî÷íÿòü, íà êàêîì ìíîæåñòâå
U çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà, â ÷àñòíîñòè, åñëè òàêîãî
óòî÷íåíèÿ íåò äëÿ íåñêîëüêèõ îáñóæäàåìûõ ôîðì, òî áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îíè çàäàíû íà îäíîì è òîì æå U .

Äâå d-ôîðìû êëàññà C(r), r ≥ 0, áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ ðàâíû äðóã äðóãó îäíî÷ëåííûå
êîìïîíåíòû ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè, è ïîñòóëèðóåì ñëåäóþ-
ùèå ïðàâèëà äëÿ îäíî÷ëåííûõ ôîðì:

fi = f ′i ⇒ fi dxi1 ∧ . . . ∧ dxid = f ′i dxi1 ∧ . . . ∧ dxid; (10)

ik = il, l ̸= k ⇒ fi dxi1 ∧ . . . ∧ dxid = 0; (11)

fi dxi1 ∧ . . . dxik ∧ dxik+1
∧ . . . ∧ dxid =

(−fi) dxi1 ∧ . . . dxik+1
∧ dxik ∧ . . . ∧ dxid. (12)

Ïðàâèëî (11) ãîâîðèò, ÷òî íåíóëåâûìè îäíî÷ëåííûìè äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè ìîãóò áûòü ëèøü òå, ó êîòîðûõ âñå
êîîðäèíàòû íîìåðà ðàçëè÷íû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè d > N íå
ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ïî ïðàâè-
ëó (12), ïåðåìåíà ìåñòàìè äâóõ ñîñåäíèõ êîîðäèíàò íîìåðà
ðàâíîñèëüíà ïåðåìåíå çíàêà ó ôóíêöèè, íàïðèìåð,

P dx ∧ dy ∧ dz = −P dy ∧ dx ∧ dz = P dy ∧ dz ∧ dx.

Îòìåòèì, ÷òî äâå ðàçëè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû
êëàññà C(r) ìîãóò ñîâïàäàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû
êëàññà C(r−1).

Ïðè ðàññìîòðåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ó êîòîðûõ ôóíê-
öèè fi èçìåðèìûå, ðàâåíñòâî ôóíêöèé fi, f

′
i â ñâîéñòâå (10)

ñëåäóåò çàìåíèòü íà èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.
Îïðåäåëèì óìíîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ïðîèçâå-

äåíèåì îäíî÷ëåííûõ d- è k-ôîðì

ω = fi dxi1 ∧ . . . ∧ dxid, ω′ = f ′j dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk
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íàçûâàåòñÿ (d+ k)-ôîðìà

(fi · f ′j) dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxid ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk =: ω ∧ ω′.

×òîáû îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì ïîñòóëèðóåì äâå äèñòðèáóòèâíîñòè:

ω ∧ (ω1 + ω2) = ω ∧ ω1 + ω ∧ ω2,

(ω1 + ω2) ∧ ω = ω1 ∧ ω + ω2 ∧ ω.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðàâåíñòâ ðåêóðñèâíî (ïî êîëè÷åñòâó ñëàãà-
åìûõ â ôîðìàõ) îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîëüíûõ d- è
k-ôîðì. Â ñëó÷àå óìíîæåíèÿ 0-ôîðìû ω′ = f íà d-ôîðìó ω èõ
ïðîèçâåäåíèå áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå f ·ω. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
f ≡ const, òî ýòî äåéñòâèå ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê óìíîæå-
íèå äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû íà ÷èñëî. ßñíî, ÷òî óìíîæå-
íèå àññîöèàòèâíî. Êîììóòàòèâíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò, íî â
ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ 0-ôîðìîé, îíà,
î÷åâèäíî, åñòü.

Òåïåðü êàæäóþ îäíî÷ëåííóþ d-ôîðìó ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðîèçâåäåíèå (d + 1)-ãî ñîìíîæèòåëÿ, îäèí èç êîòî-
ðûõ � 0-ôîðìà, à îñòàëüíûå � 1-ôîðìû.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëà äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìû. Äëÿ d-ôîðìû êëàññà C(1) â RN

ω =
∑
i∈Id

fi dxi1 ∧ . . . ∧ dxid,

äèôôåðåíöèàëîì íàçûâàåòñÿ (d+ 1)-ôîðìà

∑
i∈Id

(
N∑
j=1

∂fi
∂xj

dxj

)
∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxid =: dω.
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Â ñëó÷àå 0-ôîðìû ω = f ìû èìååì îáû÷íóþ ôîðìóëó äëÿ
äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè f .

Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî äèôôåðåíöèàëà:

d(ω + ω′) = dω + dω′. (13)

Ëåììà 3.2. Ïóñòü ω è ω′ � ñîîòâåòñòâåííî d- è k-ôîðìû
êëàññà C(1) â RN , òîãäà

d(ω ∧ ω′) = dω ∧ ω′ + (−1)dω ∧ dω′.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåð-
æäåíèå äëÿ îäíî÷ëåííûõ ôîðì. Ïóñòü

ω = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxid, ω′ = g dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk.

Ïîëîæèì β = dxi1 ∧ . . . ∧ dxid, β′ = dxj1 ∧ . . . ∧ dxjk . Èç îïðå-
äåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà, èñïîëüçóÿ (12), èìååì

d(ω ∧ ω′) =
N∑
l=1

∂(fg)

∂xl
dxl ∧ β ∧ β′ =

N∑
l=1

g
∂f

∂xl
dxl ∧ β ∧ β′ + (−1)d

N∑
l=1

f
∂g

∂xl
β ∧ dxl ∧ β′ =(

N∑
l=1

∂f

∂xl
dxl ∧ β

)
∧ (g β′) + (−1)d(f β) ∧

(
N∑
l=1

∂g

∂xl
dxl ∧ β′

)
=

dω ∧ ω′ + (−1)dω ∧ dω′.♢

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü ω � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà êëàñ-
ñà C(2), òîãäà

d2ω := d(dω) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω � 0-ôîðìà,
ω = f . Òîãäà, èñïîëüçóÿ (11), (12), èìååì

d2ω =
N∑
l=1

N∑
k=1

∂2f

∂xl∂xk
dxl ∧ dxk =

∑
k<l

∂2f

∂xl∂xk
dxl ∧ dxk −

∑
k>l

∂2f

∂xl∂xk
dxk ∧ dxl = 0.

Òåïåðü äîêàæåì îáùèé ñëó÷àé. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ îäíî÷ëåííûõ ôîðì. Ïóñòü ω = fβ (èñ-
ïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ëåììû 3.2). òîãäà ïî ëåììå 3.2

d2ω = d(df ∧ β) = d2f ∧ β − (df ∧ dβ).

Îòñþäà èç óæå äîêàçàííîãî ñëó÷àÿ è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
dβ = 0 ïîëó÷àåì d2ω = 0. ♢

Ïóñòü U ⊂ RN , V ⊂ RM , Φ� âåêòîð-ôóíêöèÿ êëàññà C(1),
äåéñòâóþùàÿ èç U â V , è ïóñòü íà V çàäàíà d-ôîðìà

ω =
∑
i∈Id

fi dyi1 ∧ . . . ∧ dyid.

Ïîëîæèì
ωΦ =

∑
i∈Id

fi ◦ Φ dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid.

Ïîäñòàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà dΦik =
N∑
j=1

∂Φik

∂xj
dxj, è âîñ-

ïîëüçîâàâøèñü äèñòðèáóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ, ïîñëå ïðèâå-
äåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ (ñ èñïîëüçîâàíèåì (11), (12)) ìû ïðå-
îáðàçóåì åå ê âèäó ∑

i∈Id

gi dxi1 ∧ . . . ∧ dxid,
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ïîêàçàâ òåì ñàìûì, ÷òî ωΦ � d-ôîðìà â RN , îïðåäåëåííàÿ íà
U . Ïðåîáðàçîâàíèå ω → ωΦ íàçûâàþò çàìåíîé ïåðåìåííîé â
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Îòìåòèì, â 0-ôîðìå ω = f çàìåíà
ïåðåìåííîé îçíà÷àåò ïîäñòàíîâêó, ò.å. ωΦ = ω ◦ Φ.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü U ⊂ RN , V ⊂ RM , Φ � âåêòîð-ôóíêöèÿ
êëàññà C(1), Φ : U −→V , ω è ω′ � ñîîòâåòñòâåííî d- è
k-ôîðìû â RM , çàäàííûå íà V . Òîãäà

(i) (ω ∧ ω′)Φ = ωΦ ∧ ω′
Φ,

(ii) åñëè k = d, òî (ω + ω′)Φ = ωΦ + ω′
Φ,

(iii) åñëè ω êëàññà C(1), à Φ êëàññà C(2), òî d(ωΦ) = (dω)Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (ii) î÷åâèäíî, à èç íåãî âìå-
ñòå ñ äèñòðèáóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ è (13) ñëåäóåò, ÷òî îñòàëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíî÷ëåííûõ ôîðì.
Ïóñòü

ω = f dyi1 ∧ . . . ∧ dyid, ω′ = g dyj1 ∧ . . . ∧ dyjk,
òîãäà

(ω ∧ ω′)Φ = (fg) ◦ Φ dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid ∧ dΦj1 ∧ . . . ∧ dΦjk =

(f ◦ Φ dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid) ∧ (g ◦ Φ dΦj1 ∧ . . . ∧ dΦjk) = ωΦ ∧ ω′
Φ.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü (iii). Cíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω �
0-ôîðìà, ω = f . Òîãäà

d(ωΦ) = d(f ◦ Φ) =
N∑
l=1

∂(f ◦ Φ)
∂xl

dxl =

N∑
l=1

M∑
k=1

(
∂f

∂yk
◦ Φ
)
∂Φk

∂xl
dxl =

M∑
k=1

(
∂f

∂yk
◦ Φ
) N∑

l=1

∂Φk

∂xl
dxl =

M∑
k=1

(
∂f

∂yk
◦ Φ
)
dΦk =

(
M∑
k=1

∂f

∂yk
dyk

)
Φ

= (dω)Φ.
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Â îáùåì ñëó÷àå èç óæå äîêàçàííîãî äëÿ 0-ôîðì, ëåììû 3.2 è
óòâåðæäåíèÿ (i) ñëåäóåò

(dω)Φ = (df)Φ ∧ (dyi1 ∧ . . . ∧ dyid)Φ =

d(f ◦ Φ) ∧ (dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid) = d(ωΦ)− (f ◦ Φ) d(dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïÿòü èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2 è ïðåäëîæå-
íèå 3.3, èìååì

d(dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid) = d2Φi1 ∧ (dΦi2 ∧ . . . ∧ dΦid)−
dΦi1 ∧ d(dΦi2 ∧ . . . ∧ dΦid) = −dΦi1 ∧ d(dΦi2 ∧ . . . ∧ dΦid) =

. . . = (−1)d−1(dΦi1 ∧ . . . ∧ dΦid−1
) ∧ d2Φid = 0.♢

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü U ⊂ RN , V ⊂ RM , W ⊂ RL, Φ,Ψ �
âåêòîð-ôóíêöèè êëàññà C(1), Φ : U −→V , Ψ : V −→W ,
ω � d-ôîðìà â RL, çàäàííàÿ íà W . Òîãäà

(ωΨ)Φ = ωΨ◦Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ñâîéñòâà (ii) òåîðåìû 3.4 èìåþò ìå-
ñòî ðàâåíñòâà

((ω + ω′)Ψ)Φ = (ωΨ + ω′
Ψ)Φ = (ωΨ)Φ + (ω′

Ψ)Φ,

(ω + ω′)Ψ◦Φ = ωΨ◦Φ + ω′
Ψ◦Φ,

ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ îäíî-
÷ëåííîé ôîðìû

ω = f dzi1 ∧ . . . ∧ dzid.

Èç ñâîéñòâà (i) òåîðåìû 3.4 ñëåäóåò

((ω ∧ ω′)Ψ)Φ = (ωΨ ∧ ω′
Ψ)Φ = (ωΨ)Φ ∧ (ω′

Ψ)Φ,

(ω ∧ ω′)Ψ◦Φ = ωΨ◦Φ ∧ ω′
Ψ◦Φ,
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ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ôîðì òîëü-
êî ñ îäíèì ñîìíîæèòåëåì, ò.å. ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: ω �
0-ôîðìà è ω = dzj. Â ïåðâîì ñëó÷àå

(ωΨ)Φ = (ω ◦Ψ)Φ = (ω ◦Ψ) ◦ Φ = ω ◦Ψ ◦ Φ = ωΨ◦Φ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì

(ωΨ)Φ = (dΨj)Φ =

(
M∑
l=1

∂Ψj

∂yl
dyl

)
Φ

=
M∑
l=1

∂Ψj

∂yl
◦ Φ

N∑
k=1

∂Φl

∂xk
dxk.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ωΨ◦Φ = d((Ψ ◦ Φ)j) = d(Ψj ◦ Φ) =
N∑
k=1

∂(Ψj ◦ Φ)
∂xk

dxk =

N∑
k=1

(
M∑
l=1

∂Ψj

∂yl
◦ Φ ∂Φl

∂xk

)
dxk =

M∑
l=1

∂Ψj

∂yl
◦ Φ

N∑
k=1

∂Φl

∂xk
dxk.♢

Ñëåäñòâèå 3.6. Åñëè d-ôîðìà ω â RN îïðåäåëåíà íà k-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòè S, è k < d, òî ω = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S çàäàíà âåêòîð-ôóíê-
öèåé φ : E−→S, E ⊂ Rk. Ïî òåîðåìå 3.5

ω = ωφ◦φ−1 = (ωφ)φ−1.

Îòñþäà, ïîñêîëüêó ωφ � d-ôîðìà â Rk, à ïðè k < d â Rk íå ñó-
ùåñòâóåò íåíóëåâûõ ôîðì, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.♢

§4. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè φ : E−→S, φ̃ : Ẽ−→S çàäàþò
ïîâåðõíîñòü S. Òîãäà îòîáðàæåíèå Φ := φ−1 ◦ φ̃, äåéñòâóþ-
ùåå èç Ẽ â E, � äèôôåîìîðôèçì (ñì. òåîðåìó 1.5), è çíà÷èò
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detΦ′ ̸= 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ φ è φ̃ ýêâèâà-
ëåíòíû , åñëè detΦ′ > 0. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü âåêòîð-
ôóíêöèþ, çàäàþùóþ ïîâåðõíîñòü, è ðàññìîòðèì êëàññ âñåõ
ýêâèâàëåíòíûõ åé âåêòîð-ôóíêöèé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå
âåêòîð-ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó, è
âñå âåêòîð-ôóíêöèè, íå ïîïàâøèå â ýòîò êëàññ òîæå ýêâèâà-
ëåíòíû äðóã äðóãó. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîð-
ôóíêöèé φ, çàäàþùèõ ïîâåðõíîñòü S, ìîæíî ðàçáèòü íà äâà
êëàññà ñìåæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Êëàññ âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ äðóã äðóãó âåê-
òîð-ôóíêöèé φ : E−→S, çàäàþùèõ ïîâåðõíîñòü S, íàçûâà-
åòñÿ îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè. Óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó, ñîñòî-
ÿùóþ èç ïîâåðõíîñòè è åå îðèåíòàöèè, íàçîâåì îðèåíòèðî-
âàííîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîñòè ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà
ïîäìíîæåñòâà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S, òàê êàê ëþ-
áîå ìíîæåñòâî e ⊂ S, ìîæíî çàäàòü ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèåé
φ : E−→S, çàäàþùåé S. Ïîýòîìó àâòîìàòè÷åñêè òàêîå ìíî-
æåñòâî ìû áóäåì ñ÷èòàòü îðèåíòèðîâàííûì, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì
óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâà è îðèåíòàöèè
ïîâåðõíîñòè. Áóäåì òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ ìíîæå-
ñòâà e ⊂ S èíäóöèðîâàíà îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè S. Åñëè
e, e′ �îðèåíòèðîâàííûå ïîäìíîæåñòâà ïîâåðõíîñòè S, òî îíè
ìîãóò èìåòü îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ èëè ðàçëè÷íûå (ïðîòè-
âîïîëîæíûå) îðèåíòàöèè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èíäóöèðîâà-
íû èõ îðèåíòàöèè îäíîé îðèåíòàöèåé S èëè ðàçíûìè.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü S� d -ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïî-
âåðõíîñòü â RN , çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé φ : E−→S,
e ∈ A(S) � ìíîæåñòâî, îðèåíòàöèÿ êîòîðîãî èíäóöèðîâàíà
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îðèåíòàöèåé ïîâåðõíîñòè S. Èíòåãðàëîì ïî e îò äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìû, çàäàííîé íà e,

ω =
∑
i∈Id

fi dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxid

(èëè ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà) íàçûâàåòñÿ
÷èñëî ∫

φ−1(e)

∑
i∈Id

fi ◦ φ det
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
dµ =:

∫
e

ω. (14)

Òåîðåìà 4.3. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà íå çà-
âèñèò îò ñïîñîáà çàäàíèÿ îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíî÷ëåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.
Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèè φ : E−→S, φ̃ : Ẽ−→S çàäàþò îðè-
åíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü S . Òîãäà îòîáðàæåíèå Φ := φ−1◦φ̃,
äåéñòâóåò èç Ẽ â E, è detΦ′ > 0. Çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ â èíòå-
ãðàëå, èìååì∫
φ−1(e)

fi ◦ φ det
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
dµ =

∫
(Φ−1◦φ−1)(e)

fi ◦ φ ◦ Φ det
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
◦ ΦdetΦ′ dµ.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà Φ := φ−1 ◦ φ̃ è

∂(φ̃i1, . . . , φ̃id)

∂(t̃1, . . . , t̃d)
=
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
◦ Φ · Φ′,
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ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ê âèäó∫
φ̃−1(e)

fi ◦ φ̃ det
∂(φ̃i1, . . . , φ̃id)

∂(t̃1, . . . , t̃d)
dµ.

♢

Òåîðåìà 4.4. Èíòåãðàëû îò ðàâíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî
îäíî÷ëåííûå ôîðìû, è ÷òî èíòåãðàëû îò îäíî÷ëåííûõ ôîðì,
îïðåäåëÿåìûõ ðàâíûìè ôóíêöèÿìè ñ îäíèì è òåì æå èíäåê-
ñîì, ðàâíû. Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàëû áóäóò ðàâíûìè è îò ôîðì,
ðàâíûõ äðóã äðóãó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè (11), (12). Ðàñ-
ñìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ω = f dxi1 ∧ dxi2 ∧ . . . ∧ dxid,

ó êîòîðîé ik = ij, k ̸= j. Òîãäà â ìàòðèöå ßêîáè

∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)

äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè, ñëåäîâàòåëüíî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ, à çíà÷èò è èíòåãðàë (14). Ïóñòü òåïåðü äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ôîðìà ω′ ïîëó÷åíà èç ôîðìû ω ïåðåñòàíîâêîé dxik ñ
dxik+1

, òîãäà ïî (12) ω = −ω′. Ìàòðèöà ßêîáè äëÿ ω′ ïîëó÷à-
åòñÿ èç ìàòðèöû ßêîáè äëÿ ω ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ñîñåäíèõ
ñòðîê, ïîýòîìó îïðåäåëèòåëè ýòèõ ìàòðèö, à ñëåäîâàòåëüíî
è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû (14) áóäóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò
äðóãà òîëüêî çíàêîì, ÷òî è îçíà÷àåò ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ îò
ôîðì ω, −ω′. ♢
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Îïðåäåëåíèå 4.2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïðè ðàññìîòðåíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì, ó êîòîðûõ fi � èçìåðèìûå íà e
ôóíêöèè, ÿñíî, ÷òî ïðè ýòîì òåîðåìû 4.3, 4.4 îñòàþòñÿ â ñèëå.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü d = 1, N = 2, φ : E−→S, φ :

{
x = φ1(t)
y = φ2(t)

,

ôóíêöèè P , Q çàäàíû è íåïðåðûâíû íà S (ò.å. ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ x, y), (α, β) ⊂ E, e = φ(α, β), ω = P dx + Qdy.
Òîãäà

∫
e

ω =

β∫
α

(P (φ1(t), φ2(t))φ
′
1(t) +Q(φ1(t), φ2(t))φ

′
2(t)) dt.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Id òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Rd.

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü S � d -ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â RN , çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèåé φ : E−→S, E �
d -ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü â Rd, çàäàííàÿ âåê-
òîð-ôóíêöèåé Id : E−→E, e ∈ A(S), ω � d-ôîðìà â RN ,
îïðåäåëåííàÿ íà e. Òîãäà∫

e

ω =

∫
φ−1(e)

ωφ,

ãäå îðèåíòàöèè ìíîæåñòâ e è φ−1(e) èíäóöèðîâàíû ñîîòâåòñò-
âåííî îðèåíòèðîâàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè S è E.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäå-
íèå òåîðåìû äëÿ îäíî÷ëåííûõ ôîðì. Ïóñòü

ω = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxid,
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òîãäà

ωφ = f ◦ φdφi1 ∧ . . . ∧ dφid =

f ◦ φ

(
d∑

k=1

∂φi1

∂tk
dtk

)
∧ . . . ∧

(
d∑

k=1

∂φid

∂tk
dtk

)
.

Â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò d-ôîðìà â Rd, èñïîëüçóÿ äèñòðèáóòèâ-
íîñòü, ïðåîáðàçóåì åå ê âèäó

f ◦ φ
∑
k∈Id

∂φi1

∂tk1
. . .

∂φid

∂tkd
dtk1 ∧ . . . ∧ dtkd.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (11) íåíóëåâûìè ñëàãàåìûìè â
ýòîé ñóììå ìîãóò áûòü ëèøü òå, ó êîòîðûõ âñå kl, l = 1, . . . , d,
ðàçëè÷íû, ò.å. ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåâîçìîæíûì ïåðåñòàíî-
âêàì óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà {1, . . . , d}. Èç (12) ñëåäóåò,
÷òî

dtk1 ∧ . . . ∧ dtkd = (−1)σ dt1 ∧ . . . ∧ dtd,
ãäå σ � ÷èñëî èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (k1, . . . , kd). Îòñþäà
ÿñíî, ÷òî

ωφ = f ◦ φ det
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
,

è ñëåäîâàòåëüíî∫
φ−1(e)

ωφ =

∫
(I−1

d ◦φ−1)(e)

f ◦ φ ◦ Id det
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
◦ Id dµ =

∫
φ−1(e)

f ◦ φ det
∂(φi1, . . . , φid)

∂(t1, . . . , td)
dµ =

∫
e

ω.♢

Òåïåðü íåñëîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé â
ïîâåðõíîñòíîì èíòåãðàëå âòîðîãî ðîäà.
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Ñëåäñòâèå 4.6. Ïóñòü S � d-ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â RN , e ∈ A(S), T � d-ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü â RM , äèôôåîìîðôèçì Φ îòîáðàæàåò S íà T , ω �
d-ôîðìà â RM , çàäàííàÿ íà Φ(e). Òîãäà Φ(e) ∈ A(T ) è∫

Φ(e)

ω = ±
∫
e

ωΦ. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü S è T ñîîòâåòñòâåííî çàäàíû âåêòîð-
ôóíêöèÿìè φ : E−→S è ψ : F −→T . Òîãäà, ââèäó òåîðå-
ìû 1.2, φ è ψ � äèôôåîìîðôèçìû, à çíà÷èò è îòîáðàæåíèå
ψ−1 ◦ Φ ◦ φ : E−→F ÿëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì â Rd. Ïî-
ñêîëüêó ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ðàí-
ãà êàæäîé èç íèõ, rang (Φ ◦ φ)′ = d. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-
ôóíêöèèÿ Φ ◦ φ : E−→T çàäàåò ïîâåðõíîñòü T (âîçìîæíî
ñ îðèåíòàöèåé, ïðîòèâîïîëîæíîé èñõîäíîé). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî Φ(e) ∈ A(T ), è, èñïîëüçóÿ òåîðåìû 4.5, 3.5, èìååì∫
e

ωΦ =

∫
φ−1(e)

(ωΦ)φ =

∫
φ−1(e)

ωΦ◦φ =

∫
((Φ◦φ)−1◦Φ)(e)

ωΦ◦φ =

∫
Φ(e)

ω,

ãäå îðèåíòàöèè ìíîæåñòâ e èΦ(e) èíäóöèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè çàäàíèÿìè ïîâåðõíîñòåé φ : E−→S è Φ ◦φ : E−→T ,
êîòîðûå ìîãóò îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíûõ îðèåíòàöèé ïîâåðõíî-
ñòåé S è T . ♢

Çàìå÷àíèå 4.7. Åñëè â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 4.6 îðèåíòàöèè
ìíîæåñòâ e è Φe èíäóöèðîâàíû îòîáðàæåíèÿìè φ : E−→S
è Φ ◦ φ : E−→T , òî â ôîðìóëå (15) áóäåò çíàê ïëþñ.
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§5. Ôîðìóëà Ñòîêñà

Ñòàíäàðòíûì ñèìïëåêñîì â Rd íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

∆0 = ∆d
0 := {x ∈ Rd : xk > 0, k = 1, . . . , d, x1 + . . .+ xd < 1}.

Âåêòîð 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rd è åäèíè÷íûå îðòû ek, k = 1, . . . , d,
ïðîñòðàíñòâà Rd íàçîâåì âåðøèíàìè ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà.
Ìíîæåñòâà

γ0 := {x ∈ Rd : xk > 0, k = 1, . . . , d, x1 + . . .+ xd = 1},
γl := {x ∈ Rd : xl = 0, xk > 0, k = 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , d,

x1 + . . .+ xd < 1}, l = 1, . . . , d.

íàçîâåì ãðàíÿìè ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî âåðøèíà el ïðîòèâîïîëîæíà ãðàíè γl, l = 1, . . . , d, à îñòàëü-
íûå âåðøèíû ïðèëåãàþò ê íåé. Ãðàíè γ0 ïðîòèâîïîëîæíà âåð-
øèíà 0, à îñòàëüíûå âåðøèíû ïðèëåãàþò ê íåé.

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ φ, äåéñòâóþùóþ èç Rd â RN ,
d ≤ N , îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì φ(t) = a + A · t, t ∈ Rd,
ãäå a ∈ RN , A � ìàòðèöà ðàçìåðà N × d, rangA = d. Ìíîæå-
ñòâî ∆ := φ(∆d

0) íàçîâåì d-ìåðíûì ñèìïëåêñîì â RN . Îáðàçû
âåðøèí è ãðàíåé ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ïðè îòîáðàæåíèè φ
ñîîòâåòñòâåííî íàçîâåì âåðøèíàìè è ãðàíÿìè ñèìïëåêñà ∆.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ãðàíè d-ìåðíîãî ñèìïëåêñà ÿâëÿþòñÿ
(d− 1)-ìåðíûìè ñèìïëåêñàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ñòàíäàðò-
íîãî ñèìïëåêñà. Ïóñòü el, l = 1, . . . , d, è ẽl, l = 1, . . . , d − 1,
� åäèíè÷íûå îðòû ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâàõ Rd è Rd−1.
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a) b)

Ðèñ. 1. a) cèìïëåêñ ∆2
0; b) cèìïëåêñ ∆3

0.

Ïîëîæèì φ∗
k,d(t) = φ∗

k(t) = Ak · t, t ∈ Rd−1, k = 1, . . . , d, ãäå

Ak =



1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 1 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 1


� ìàòðèöà ðàçìåðà d × (d − 1), ó êîòîðîé â k-é ñòðîêå ñòîÿò
âñå íóëè, à ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ k-é ñòðîêè îñòàåòñÿ åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî φ∗

k(ẽl) = el, l = 1, . . . , k − 1,
è φ∗

k(ẽl) = el+1, l = k, . . . , d − 1, èç ÷åãî â ñèëó áàçèñíîñòè
ñèñòåìû {ẽl}d−1

l=1 ëåãêî ñëåäóåò ðàâåíñòâî γk = φ∗
k(∆

d−1
0 ). Äëÿ

k = 0 ïîëîæèì φ∗
0,d(t) = φ∗

0(t) = e1 + A0 · t, t ∈ Rd−1, ãäå

A0 =


−1 −1 . . . −1
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1
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� ìàòðèöà ðàçìåðà d× (d− 1), ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ïåðâîé
ñòðîêè ðàâíû −1, à ïîä ïåðâîé ñòðîêîé ñòîèò åäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî φ∗

0(ẽl) = el+1, l = 1, . . . , d − 1, è
φ∗
0(0) = e1, èç ÷åãî ñëåäóåò γ0 = φ∗

0(∆
d−1
0 ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ, çàäàííûé âåêòîð-
ôóíêöèåé φ, φ(x) = a + A · x, rangA = d. Ïî îïðåäåëåíèþ
åãî ãðàíè � ýòî ìíîæåñòâà Γk = φ(γk). ßñíî, ÷òî Γk çàäàåò-
ñÿ îòîáðàæåíèåì φ ◦ φ∗

k : ∆d−1
0 −→Γk. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü,

÷òî rang (φ ◦ φ∗
k)

′ = rang (A · Ak) = d − 1. Äëÿ k = 1, . . . , d
ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî óìíîæåíèå ñïðàâà íà Ak óíè÷òîæà-
åò k-é ñòîëáåö. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u1, . . . , ud ñòîëáöû ìàòðèöû
A. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñòîëáöàìè ìàòðè÷û A · A0 ÿâëÿþò-
ñÿ âåêòîðû u2 − u1, . . . , ud − u1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
ðàíã ìàòðèöû ñî ñòîëáöàìè u1, u2 − u1, . . . , ud − u1 ðàâåí d,
óñòàíàâëèâàåì, ÷òî rang (A · A0) = d− 1. ♢

Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â
Rd, åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îðèåíòèðîâàííóþ d-ìåðíóþ
ïîâåðõíîñòü â Rd, çàäàííóþ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì Id :
∆d

0 −→∆d
0. Îðèåíòàöèþ ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, îïðåäåëåí-

íóþ òàêèì çàäàíèåì, íàçîâåì ñòàíäàðòíîé. Ïðîèçâîëüíûé
d-ìåðíûé ñèìïëåêñ â RN òîæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îðè-
åíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü, îäèí èç ñïîñîáîâ åå çàäàíèÿ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì φ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî îïðåäåëÿëñÿ
ñèìïëåêñ. Â ÷àñòíîñòè, î ãðàíÿõ ñèìïëåêñà ìîæíî ãîâîðèòü
êàê îá îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Íàçîâåì îðèåíòàöèþ
ãðàíè γk ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà ñîãëàñîâàííîé ñî ñòàíäàðòíîé
îðèåíòàöèåé ∆d

0, åñëè îíà îïðåäåëåíà îòîáðàæåíèåì φ∗
k (èç

ïðåäëîæåíèÿ 5.1) ïðè ÷åòíîì k, è íå îïðåäåëåíà ýòèì îòîá-
ðàæåíèåì ïðè íå÷åòíîì k. Îðèåíòàöèþ ïðîèçâîëüíîãî ñèìï-
ëåêñà ∆ íàçîâåì ñîãëàñîâàííîé c îðèåíòàöèåé åãî ãðàíè Γ,
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åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå φ : ∆d
0 −→∆, çàäàþùåå îðè-

åíòàöèþ ∆, òàêîå ÷òî Γ = φ(γk) è îðèåíòàöèÿ Γ îïðåäåëÿ-
åòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé φ ◦ φ∗

k : ∆d−1
0 −→Γ ïðè ÷åòíîì k, è

íå îïðåäåëåíà ýòèì îòîáðàæåíèåì ïðè íå÷åòíîì k. Ïîñëåäíåå
îïðåäåëåíèå òðåáóåò ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè, òàê êàê ñîãëàñî-
âàíèå îðèåíòàöèè ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà è åãî ãðàíè ìîæíî
òåïåðü ïîíèìàòü êàê â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàííîñòè
äëÿ ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà, òàê è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî.

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü φ � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, âçàèì-
íî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùåå ∆d

0 íà ∆d
0, φ(γn) = γk. Òîãäà

sign detφ′ = (−1)n+ksign det(φ∗
k
−1 ◦ φ ◦ φ∗

n)
′. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî k, n ̸= 0,
φ(x) = a+A·x. Èç ðàâåíñòâà φ(en) = ek ñëåäóåò, ÷òî ïðè j ̸= n
ëèáî φ(ej) = el, l ̸= k, ëèáî φ(ej) = 0. Çíà÷èò (φ(en))k = 1,
(φ(ej))k = 0 äëÿ âñåõ j ̸= n. Ïîýòîìó â k-é ñòðîêå ìàòðèöû
A = φ′ ñòîèò eTn . Óìíîæåíèå ìàòðèöû ñïðàâà íà (φ∗

n)
′ = An

(èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ïðåäëîæåíèÿ 5.1) óíè÷òîæàåò n-ûé
ñòîëáåö. Ïîñêîëüêó (φ∗

k)
−1(ej) = ẽj äëÿ j = 1, . . . , k − 1,

(φ∗
k)

−1(ej) = ẽj−1 äëÿ j = k + 1, . . . , d, ÿñíî, ÷òî (φ∗
k
−1)′ = AT

k .
Óìíîæåíèå ìàòðèöû ñëåâà íà AT

k óíè÷òîæàåò k-óþ ñòðîêó. Òà-
êèì îáðàçîì, ìàòðèöà B = (φ∗

k
−1)′ ·φ′ · (φ∗

n)
′ = (φ∗

k
−1 ◦φ ◦φ∗

n)
′

ïîëó÷àåòñÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì k-é ñòðîêè è n-ãî ñòîëáöà,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ñòîèò 1. Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû A ïî k-îé ñòðîêå, ïîëó÷àåì detA = (−1)n+k detB.

b) Ïóñòü òåïåðü k = 0, n ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå φ(en) = 0.
Åñëè φ(0) = er, òî φ(x) = er + A · x, â n-îì ñòîëáöå ìàòðèöû
A ñòîèò âåêòîð −er, à â äðóãèõ ñòîëáöàõ � âåêòîðû ej − er.
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Ïîëîæèì ψ(x) = e1+A
′ ·x, ãäå A′ � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A

ïåðåñòàíîâêîé 1-îé è r-îé ñòðîê. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óìíî-
æåíèå ìàòðèöû ñëåâà íà (φ∗

0
−1)′ óíè÷òîæàåò ïåðâóþ ñòðîêó, à

âñå ýëåìåíû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû A′ ðàâíû −1, è, ïîâòîðèâ
ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà a), ïîëó÷èì

detψ′ = (−1)(−1)n+1 det(φ∗
0
−1 ◦ ψ ◦ φ∗

n)
′. (17)

Ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâ φ(en) = 0, ψ(en) = 0 ñëåäóåò, ÷òî
(ψ−1 ◦ φ)(en) = en, ïî óæå äîêàçàííîìó â ïóíêòå a) èìååì

det(ψ−1 ◦ φ)′ = det(φ∗
n
−1 ◦ (ψ−1 ◦ φ) ◦ φ∗

n)
′ =

det((ψ ◦ φ∗
n)

−1 ◦ (φ ◦ φ∗
n))

′.

Òàêèì îáðàçîì ýêâèâàëåíòíîñòü ôóíêöèé φ è ψ ðàâíîñèëüíà
ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé φ ◦ φ∗

n è ψ ◦ φ∗
n, ÷òî âìåñòå ñ (17)

âëå÷åò (16).
c) Ïóñòü k = n = 0, â ýòîì ñëó÷àå φ(0) = 0, φ(el) = ejl, l =

1, . . . , d, ò.å. ñòîëáöû ìàòðèöû φ′ îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïåðå-
ñòàíîâêó âåêòîðîâ el, j = 1, . . . , d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ÷èñëî
èíâåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (j2, . . . , jd), òîãäà

detφ′ = (−1)σ+j1−1. (18)

Ñòîëáöàìè ìàòðè÷û φ′ · (φ∗
n)

′ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ej2 − ej1, . . . ,
ejd −ej1. Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå ìàòðèöû ñëåâà íà (φ∗

0
−1)′ óíè-

÷òîæàåò ïåðâóþ ñòðîêó, ìàòðèöà B := (φ∗
0
−1)′φ′ · (φ∗

n)
′ èìååò

âèä
(ẽj2 − ẽj1, . . . , ẽjd − ẽj1),

ãäå ẽk � (d− 1)-ìåðíûé âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç ek âû÷åðêèâà-
íèåì ïåðâîé êîîðäèíàòû. Åñëè j1 = 1. òî B = (ẽj2, . . . , ẽjd), è
çíà÷èò

detB = (−1)σ = (−1)σ+j1−1.

38



Ïóñòü j1 ̸= 1, jl = 1. Â (l − 1)-îì ñòîëáöå ìàòðèöû B åäèí-
ñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ñòðîêå ñ íîìåðîì j1 − 1, êîòî-
ðûé ðàâåí −1, ïîýòîìó, ðàçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B
ïî (l − 1)-ìó ñòîëáöó, èìååì

detB = (−1)(−1)j1+l det(˜̃ej2, . . . ˜̃ejl−1
, ˜̃ejl+1

. . . ˜̃ejd),

ãäå ˜̃ejk � (d − 2)-ìåðíûé âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç ẽjk âû÷åðêè-
âàíèåì (j1− 1)-ãî ýëåìåíòà. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëî èí-
âåðñèé â ïåðåñòàíîâêå (j2, . . . jl−1, jl+1, . . . jd) ðàâíî σ− (l− 2),
è çíà÷èò

det(˜̃ej2, . . . ˜̃ejl−1
, ˜̃ejl+1

. . . ˜̃ejd) = (−1)σ−l, (19)

÷òî âìåñòå ñ (19) è (18) âëå÷åò (16).
d) Íàêîíåö ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 0, k ̸= 0. Îòîáðàæåíèå

φ−1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïóíêòà b), ïîýòîìó

sign detφ′ = sign (det(φ−1)′) =

(−1)ksign (det(φ∗
0
−1 ◦ φ−1 ◦ φ∗

k)
′) =

(−1)ksign det(φ∗
k
−1 ◦ φ ◦ φ∗

0)
′.♢

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûé ñèìïëåêñ ∆ â RN

çàäàí àôôèííûì îòîáðàæåíèåì φ : ∆d
0 −→∆, Γ � åãî ãðàíü,

γn = φ−1(Γ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû îðèåíòàöèè Γ è ∆ áûëè ñî-
ãëàñîâàíû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îðèåíòàöèÿ Γ
çàäàâàëàñü âåêòîð-ôóíêöèåé φ ◦ φ∗

n : ∆d−1
0 −→Γ ïðè ÷åòíîì

n è íå çàäàâàëàñü ïðè íå÷åòíîì.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñî-
ãëàñîâàííîñòè. Ïóñòü îðèåíòàöèè Γ è ∆ ñîãëàñîâàíû, òîãäà
ñóùåñòâóåò àôôèííîå îòîáðàæåíèå ψ : ∆d

0 −→∆, çàäàþùåå
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îðèåíòàöèþ ∆ è òàêîå, ÷òî îðèåíòàöèÿ Γ çàäàåòñÿ âåêòîð-
ôóíêöèåé ψ ◦ φ∗

k : ∆d−1
0 −→Γ, åñëè k ÷åòíî, è íå çàäàåòñÿ

åé, åñëè k íå÷åòíî. Ïîñêîëüêó φ è ψ çàäàþò îäíó è òó æå
îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü, det(ψ−1 ◦φ)′ > 0, è ïî ïðåäëî-
æåíèþ 5.2

sign det((ψ ◦ φ∗
k)

−1 ◦ (φ ◦ φ∗
n))

′ =

sign det(φ∗
k
−1 ◦ (ψ−1 ◦ φ) ◦ φ∗

n)
′ =

(−1)n+ksign det(ψ−1 ◦ φ)′ = (−1)n+k.

Ïóñòü k è n � ÷åòíûå. Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ ◦ φ∗
k çàäàåò

Γ è ýêâèâàëåíòíà âåêòîð-ôóíêöèè φ ◦ φ∗, à çíà÷èò φ ◦ φ∗ çà-
äàåò Γ. Àíàëîãè÷íî, ïåðåáèðàÿ âàðèàíòû ïî ÷åòíîñòè n è k,
óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåîáõîäèìîñòè. ♢

Ïóñòü îðèåíòèðîâàííûé ñèìïëåêñ∆ â RN çàäàí àôôèííûì
îòîáðàæåíèåì φ : ∆d

0 −→∆, Γ � åãî ãðàíü ñ ñîãëàñîâàííîé
îðèåíòàöèåé, çàäàííîé âåêòîð-ôóíêöèåé φ ◦ φ∗ : ∆d−1

0 −→Γ,
ψ � àôôèííîå îòîáðàæåíèå èç RN â RM , ∆̃ = ψ(∆), Γ̃ = ψ(Γ),
òîãäà ψ èíäóöèðóåò îðèåíòàöèè ñèìïëåêñà ∆̃ è åãî ãðàíè Γ̃,
çàäàííûå âåêòîð-ôóíêöèÿìè ψ ◦ φ : ∆d

0 −→ ∆̃, ψ ◦ φ ◦ φ∗ :
∆d−1

0 −→ Γ̃. Ïóñòü γk = φ−1(Γ). Ââèäó ñîãëàñîâàííîñòè îðè-
åíòàöèè ñèìïëåêñà ∆ è åãî ãðàíè Γ, ïî ñëåäñòâèþ 5.3, îòîá-
ðàæåíèå φ∗ ýêâèâàëåíòíî φ∗

k ïðè ÷åòíîì k è íå ýêâèâàëåíòíî
ïðè íå÷åòíîì. Íî ïî òîìó æå ñëåäñòâèþ 5.3 îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî îðèåíòàöèè ∆̃ è Γ̃ ñîãëàñîâàíû. Òàêèì îáðàçîì, àôôèííîå
îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò ñîãëàñîâàííîñòü îðèåíòàöèé ñèì-
ïëåêñà è åãî ãðàíèåé.

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Ïóñòü ∆, ∆̃ � d-ìåðíûå ñèìïëåêñû â Rd

ñ îäèíàêîâîé îðèåíòàöèåé, Γ � èõ îáùàÿ ãðàíü, âåðøèíû ñèì-
ïëåêñîâ, ïðîòèâîëåæàùèå ãðàíè Γ, ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðî-
íû îò ïëîñêîñòè ýòîé ãðàíè. Òîãäà îðèåíòàöèÿ Γ, ñîãëàñî-
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âàííàÿ ñ îðèåíòàöèåé ∆, ïðîòèâîïîëîæíà îðèåíòàöèè Γ,
ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöèåé ∆̃.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: îðèåíòàöèè ãðà-
íè Γ ñîãëàñîâàííûå ñ îðèåíòàöèÿìè ñèìïëåêñîâ ∆, ∆̃ ñîâïà-
äàþò. Âûáåðåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â Rd òàê, ÷òîáû íà÷àëî
êîîðäèíàò áûëî íà ïëîñêîñòè ãðàíè Γ, à îðò ed áûë åé ïåðïåí-
äèêóëÿðåí. Ïóñòü a0, a1, . . . , ad � âåðøèíû ñèìïëåêñà ∆, çàíó-
ìåðîâàííûå òàê, ÷òî a0, a1, . . . , ad−1 ïðèëåãàþò ê Γ. Ñèìïëåêñ
∆̃ èìååò âåðøèíû a0, . . . , ad−1, ãd. Ïóñòü A è Ã � ìàòðèöû,
ñî ñòîëáöàìè ñîîòâåòñòâåííî a1 − a0, . . . , ad−1 − a0, ad − a0 è
a1 − a0, . . . , ad−1 − a0, ãd − a0 (çàíóìåðîâàííûåìè â òîì æå ïî-
ðÿäêå). Ïîëîæèì φ(x) = a0+A·x, φ̃(x) = a0+Ã·x. Ïîñêîëüêó
φ(ej) = aj, φ(0) = a0, âåêòîð-ôóíêöèÿ φ(x) çàäàåò ∆, àíàëî-

ãè÷íî âåêòîð-ôóíêöèÿ φ̃(x) çàäàåò ∆̃. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðà-
æåíèÿ φ ◦ φ∗

d, φ̃ ◦ φ∗
d çàäàþò ãðàíü Γ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ẽl, l = 1, . . . , d − 1, � åäèíè÷íûå îðòû ïðîñòðàíñòâà Rd−1, òî-
ãäà φ∗

d(ẽj) = ej, à çíà÷èò (φ ◦ φ∗
d)(ẽj) = aj, (φ̃ ◦ φ∗

d)(ẽj) = aj,
1, . . . , d− 1, (φ ◦ φ∗

d)(0) = a0, (φ̃ ◦ φ∗
d)(0) = a0. Áîëåå òîãî, ìû

óñòàíîâèëè, ÷òî φ ◦ φ∗
d = φ̃ ◦ φ∗

d.
Â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðè-

öû φ′ èìååò âèä (0, . . . , 0, α), α ̸= 0. Ïîñêîëüêó ìàòðèöû (φ−1)′

è φ′ âçàèìíî îáðàòíû, ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû (φ−1)′ îð-
òîãîíàëüíà âåêòîðàì a1 − a0, . . . , ad−1 − a0, êîòîðûå îáðàçóþò
áàçèñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè {x ∈ Rd : xd = 0}, è çíà÷èò
îíà èìååò âèä (0, . . . , 0, α−1). Îòñþäà ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî
ìàòðèöû φ′ è φ̃′ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ïîñëåäíèì ñòîëáöîì, ÿñíî
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÷òî ìàòðèöà (φ−1 ◦ φ̃)′ = (φ−1)′ · φ̃′ èìååò âèä
1 . . . 0 ∗
... . . . ...

...
0 . . . 1 ∗
0 . . . 0 α̃/α

 ,

ãäå α̃ � ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ãd, çíàê êîòîðîé îò-
ëè÷àåòñÿ îò çíàêà α, òàê êàê âåðøèíû ad è ãd ëåæàò ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè xd = 0. Îïðåäåëèòåëü
ýòîé ìàòðèöû îòðèöàòåëåí, èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ
φ è φ̃ íå ýêâèâàëåíòíû, íî òîãäà è îòîáðàæåíèÿ φ ◦ φ∗

d, φ̃ ◦ φ∗
d

íå ýêâèâàëåíòíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èõ ðàâåíñòâó. ♢
Îðèåíòèðîâàííàÿ d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ∆ â RN , çàäàííàÿ

âåêòîð-ôóíêöèåé φ : ∆d
0 −→∆, íàçûâàåòñÿ d-ìåðíûì ïîâåðõ-

íîñòíûì ñèìïëåêñîì â RN . Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé ñèìïëåêñ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì ñèìïëåêñîì. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ φ,
çàäàþùàÿ d-ìåðíûé ïîâåðõíîñòíûé ñèìïëåêñ ∆ â RN , îïðå-
äåëåíà è íåïðåðûâíà íà ∆d

0 (çàìûêàíèè ìíîæåñòâà ∆
d
0), è äëÿ

íåêîòîðîãî k = 0, . . . , d âåêòîð-ôóíêöèÿ φ ◦ φ∗
k : ∆d−1

0 −→Γ
çàäàåò (d−1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü Γ â RN , òî ýòó ïîâåðõíîñòü
íàçîâåì ãðàíüþ ïîâåðõíîñòíîãî ñèìïëåêñà ∆. Çàäàííûå òà-
êèì îáðàçîì îðèåíòàöèè ñèìïëåêñà ∆ è åãî ãðàíè Γ íàçîâåì
ñîãëàñîâàíûìè â ñëó÷àå ÷åòíîãî k è íåñîãëàñîâàíûìè â ñëó÷àå
íå÷åòíîãî k. Åñëè îáðàçîì êàæäîé ãðàíè γk ñòàíäàðòíîãî ñèì-
ïëåêñà ∆d

0, ÿâëÿåòñÿ m - ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, m < d, ïðè÷åì
â ñëó÷àå m = d − 1 ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ ïîâåðõ-
íîñòíîãî ñèìïëåêñà, òî òàêîé ñèìïëåêñ áóäåì íàçûâàòü ïîäõî-
äÿùèì. Îáúåäèíåíèå âñåõ ãðàíåé ïîäõîäÿùåãî ïîâåðõíîñòíîãî
ñèìïëåêñà íàçîâåì åãî ãðàíèöåé è áóäåì åå îáîçíà÷àòü ∂∆.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü φ : ∆2
0−→∆, φ :

{
x = 1 + u− v3

y = 2 + v + u3
.Íåòðóä-
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íî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàçû âñåõ òðåõ ðåáåð ∆2
0 ÿâëÿþòñÿ îäíî-

ìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè, ò.å. ïîâåðõíîñòíûé ñèìïëåêñ ∆ èìå-
åò òðè ðåáðà.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü φ : ∆2
0−→∆, φ :

{
x = ρ cos πθ
y = ρ sinπθ

. Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàçû ðåáåð γ0, γ1 ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè, à ðåáðî γ2 âåêòîð-ôóíêöèÿ φ ïåðåâîäèò â òî÷êó,
ò.å. â 0-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ∆ � ïîäõîäÿùèé
ñèìïëåêñ, íî îí èìååò òîëüêî äâà ðåáðà (ñì. ðèñ. 2).

φ γ0)

φ(γ1)

φ(γ2) 0
1

2
1

x

1

2

1

y

Ðèñ. 2. ∆ � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ îñüþ x è êðèâîé âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ïóñòü τ ∈ (0, 1), x ∈ ∆d−1
0 ïîëîæèì

Ψd
τ(x) = τed + (1− τ)Ad · x,

ãäå, êàê è ðàíåå,

Ad =


1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 1
0 . . . 0


� ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè d × (d − 1). ßñíî, ÷òî Ψd

τ(∆
d−1
0 ) � ñå-

÷åíèå ñèìïëåêñà ∆d
0 ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé
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ïëîñêîñòè {x ∈ Rd : xd = 0}, ïîäíÿòîé íà âûñîòó τ . Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îáîçíà÷åíèÿìè òåîðåìû Ôóáèíè, ïðîåêöèþ ýòîãî ñå÷å-
íèÿ, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó ed, íà (d−1)-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ñîâïàäàþùåå ñ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ {x ∈ Rd : xd = 0},
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç E(τ).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè k ̸= d îòîáðàæåíèÿ Ψd
τ ◦ φ∗

k,d−1 è

φ∗
k,d ◦Ψd−1

τ , çàäàííûå íà Rd−2, ñîâïàäàþò, â ÷àñòíîñòè,

(Ψd
τ ◦ φ∗

k,d−1)(∆
d−2
0 ) = (φ∗

k,d ◦Ψd−1
τ )(∆d−2

0 ), (20)

è ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ãðàíè γk ïëîñêîñòüþ, ïà-
ðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè {x ∈ Rd : xd = 0}, ïîä-
íÿòîé íà âûñîòó τ .

Ëåììà 5.5. Ïóñòü γk � ãðàíü ñèìïëåêñà ∆d
0 ñ îðèåòíàöèåé,

ñîãëàñîâàííîé ñî ñòàíäàðòíîé îðèåíòàöèåé ∆d
0, k ̸= d, íà γk

îïðåäåëåíà (d − 1)-ôîðìà ω = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxid−2
∧ dxd â Rd.

Òîãäà ∫
γk

ω = (−1)k
1∫

0

dτ

∫
(Ψd

τ◦φ∗
k,d−1)(∆

d−2
0 )

ω̃,

ãäå ω̃ = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxid−2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì k ̸= d è ïåðåîáîçíà÷èì ãðàíü
γk è çàäàþùåå åå (ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòíîñòè k) îòîáðàæåíèÿ
φ∗
k,d, ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç γ è φ. Ïîñêîëüêó γ çàäàåòñÿ âåêòîð-

ôóíêöèåé φ è ïðè ÷åòíîì k è íå çàäàåòñÿ ïðè íå÷åòíîì,∫
γ

ω = (−1)k
∫

φ−1(γ)

f ◦ φ det
∂(φi1, . . . , φid−2

, φd)

∂(t1, . . . , td−1)
dµd−1.
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Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÿêîáèàí
îòîáðàæåíèÿ φ′ ïîñòîÿíåí, èìååì∫

γ

ω = (−1)k det
∂(φi1, . . . , φid−2

, φd)

∂(t1, . . . , td−1)

∫
∆d−1

0

f ◦ φdµd−1 =

(−1)k det
∂(φi1, . . . , φid−2

, φd)

∂(t1, . . . , td−1)

1∫
0

dtd−1

∫
∆d−1

0 (td−1)

f ◦ φdµd−2.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

∆d−1
0 (τ) = {t ∈ Rd−2 : (t1, . . . , td−2, τ) ∈ ∆d−1

0 } = (1− τ)∆d−2
0

è çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå, ïîëó÷èì

1∫
0

dtd−1

∫
∆d−1

0 (td−1)

f ◦ φdµd−2 =

1∫
0

dtd−1

∫
(1−td−1)∆

d−2
0

f ◦ φ(t1, . . . , td−1) dt1 . . . dtd−2 =

1∫
0

dτ

∫
(1−τ)∆d−2

0

f ◦ φ(t1, . . . , td−2, τ) dt1 . . . dtd−2 =

1∫
0

dτ(1− τ)d−2

∫
∆d−2

0

f ◦ φ((1− τ)t1, . . . , (1− τ)td−2, τ) dt1 . . . dtd−2 =

1∫
0

(1− τ)d−2 dτ

∫
∆d−2

0

f ◦ φ ◦Ψd−1
τ dµd−2.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (20), èìååì∫
(Ψd

τ◦φ∗
k,d−1)(∆

d−2
0 )

ω̃ =

∫
(φ◦Ψd−1

τ )(∆d−2
0 )

ω̃ =

∫
∆d−2

0

f ◦ φ ◦Ψd−1
τ det

∂((φ ◦Ψd−1
τ )i1, . . . , (φ ◦Ψd−1

τ )id−2
)

∂(t̃1, . . . , t̃d−2)
dµd−2 =

det
∂((φ ◦Ψd−1

τ )i1, . . . , (φ ◦Ψd−1
τ )id−2

)

∂(t̃1, . . . , t̃d−2)

∫
∆d−2

0

f ◦ φ ◦Ψd−1
τ dµd−2.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

det
∂(φi1, . . . , φid−2

, φd)

∂(t1, . . . , td−1)
= det

∂(φi1, . . . , φid−2
)

∂(t1, . . . , td−2)
,

ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåé ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè âñå
ýëåìåíòû êðîìå ïîñëåäíåãî ðàâíû íóëþ, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò
ðàâåí åäèíèöå, è

det
∂((φ ◦Ψd−1

τ )i1, . . . , (φ ◦Ψd−1
τ )id−2

)

∂(t̃1, . . . , t̃d−2)
=

det
∂(φi1, . . . , φid−2

)

∂(t1, . . . , td−1)
·
(
Ψd−1

τ

)′
= (1− τ)d−2 det

∂(φi1, . . . , φid−2
)

∂(t1, . . . , td−2)
.♢

Ëåììà 5.6. Ïóñòü ∆d
0 � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ ñî ñòàí-

äàðòíîé îðèåíòàöèåé, êîòîðàÿ ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé
åãî ãðàíåé, ω � (d − 1)-ôîðìà â Rd êëàññà C(1), çàäàííàÿ íà

∆d
0. Òîãäà ∫

∆d
0

dω =

∫
∂∆d

0

ω.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷-
íî äîêàçàòü äëÿ îäíî÷ëåííûõ ôîðì, ïðè÷åì, íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ω = f dxi1∧ . . .∧dxid−2

∧dxd, ik ̸= d,
k = 1, . . . , d− 2.

Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî d. Áàçà äëÿ d = 1 ñëåäóåò èç ðàâåí-
ñòâà

1∫
0

df = f(1)− f(0).

Ïðîâåäåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä d− 1 → d. Ïîñêîëüêó ñðåäè
èíäåêñîâ i1, . . . , id−2, d îòñóòñòâóåò åäèíñòâåííîå k ∈ {1, . . . , d},
â ôîðìå dω íåíóëåâûì ñëàãàåìûì áóäóò ëèøü òî, êîòîðîå ñî-
äåðæèò dxk, ò.å. ôîðìà dω ÿâëÿåòñÿ îäíî÷ëåííîé è ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíà ê âèäó dω = F dx1 ∧ . . . ∧ dxd. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó
Ôóáèíè, èìååì∫
∆d

0

dω =

∫
I−1
d (∆d

0)

F ◦ Id det I ′d dµd =
∫
∆d

0

F dµd =

1∫
0

dxd

∫
∆d

0(xd)

F dµd−1 =

1∫
0

dτ(1− τ)d−1

∫
∆d−1

0

F ◦Ψd
τ dµd−1 =

1∫
0

dτ

∫
∆d−1

0

(d̃ω)Ψd
τ
,

ãäå îïåðàöèÿ �∼� îòáðàñûâàåò ïîñëåäíèé äèôôåðåíöèàë â äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, ò.å. d̃ω = F dx1 ∧ . . . ∧ dxd−1. Îòñþ-
äà, èñïîëüçóÿ èíäóêöèîííîå ïðäïîëîæåíèå, ëåììó 5.5, òåîðå-
ìû 4.5, 3.4 è î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà d̃ω = dω̃ − ∂f

∂xd
dxd ∧ dxi1 ∧

. . . ∧ dxid−2
, d(Ψd

τ)d = 0, ïîëó÷àåì∫
∆d

0

dω
òåîð. 4.5

=

1∫
0

dτ

∫
∆d−1

0

(dω̃)Ψd
τ

òåîð. 3.4

=

1∫
0

dτ

∫
∆d−1

0

d(ω̃Ψd
τ
)

èíä. ïð.

=
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1∫
0

dτ

∫
∂∆d−1

0

ω̃Ψd
τ
=

1∫
0

dτ
d−1∑
k=0

(−1)k
∫

φ∗
k,d−1(∆

d−2
0 )

ω̃Ψd
τ

òåîð. 4.5

=

d−1∑
k=0

(−1)k
1∫

0

dτ

∫
(Ψd

τ◦φ∗
k,d−1)(∆

d−2
0 )

ω̃
ëåì. 5.5

=
d−1∑
k=0

∫
γk

ω.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
∫
γd

ω = 0,

ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà âåêòîð-ôóíêöèè φ∗
d � òîæäå-

ñòâåííûé íóëü, è çíà÷èò â ìàòðèöå

∂((φ∗
d)i1, . . . , (φ

∗
d)id−2

, (φ∗
d)d)

∂(t1, . . . , td−1)

ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîñòîèò èç âñåõ íóëåé. ♢

Òåîðåìà 5.7. (Ñòîêñ2) Ïóñòü ∆ � ïîäõîäÿùèé d-ìåðíûé ïî-
âåðõíîñòíûé ñèìïëåêñ â RN êëàññà C(2), îðèåíòàöèÿ êîòî-
ðîãî ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé âñåõ åãî ãðàíåé, ω � (d − 1)-
ôîðìà â RN êëàññà C(1), îïðåäåëåííàÿ íà ∆. Òîãäà∫

∆

dω =

∫
∂∆

ω

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ñèìïëåêñ∆ çàäàí âåêòîð-ôóíêöèåé
φ : ∆d

0 −→∆. Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 4.5, 3.4 è ëåììó 5.6, èìååì.∫
∆

dω =

∫
φ(∆d

0)

dω =

∫
∆d

0

(dω)φ =

∫
∆d

0

dωφ =

∫
∂∆d

0

ωφ.

2Äæîðæ Ãàáðèýëü Ñòîêñ (1819-1903) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê.
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Ìíîæåñòâî ∂∆d
0 ñîñòîèò èç ãðàíåé ñòðàíäàðòíîãî ñèìïëåê-

ñà ∆d
0. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ãðàíè γk åå îáðàç φ(γk) ÿâëÿåòñÿ

m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, m < d− 1, òî ïî ñëåäñòâèþ 3.6∫
γk

ωφ = 0.

Åñëè φ(γk) ÿâëÿåòñÿ (d− 1)-ìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ (ò.å. φ(γk) �
ãðàíü ïîâåðõíîñòíîãî ñèìïëåêñà ∆), òî ïî òåîðåìå 4.5∫

γk

ωφ =

∫
φ(γk)

ω.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ðàâåíñòâà ïî âñåì k = 0, . . . , d, ïîëó÷èì∫
∂∆d

0

ωφ =

∫
∂∆

ω.♢

Òåîðåìó Ñòîêñà ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà ñóùåñòâåííî áî-
ëåå øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ. Ïðîñòîé d-ìåðíîé îáëàñòüþ â
RN íàçîâåì îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî äèçúþíêò-
íûõ ïîäõîäÿùèõ îðèåíòèðîâàííûõ d-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ
ñèìïëåêñîâ â RN êëàññà C(2), òàêèõ ÷òî êàæäàÿ ãðàíü êàæäî-
ãî ñèìïëåêñà ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ êàêîé äðóãîé ãðàíüþ,
ëèáî ñîâïàäàåò ðîâíî ñ îäíîé ãðàíüþ, ïðè÷åì îðèåíòàöèÿ îá-
ùåé ãðàíè äâóõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèìïëåêñîâ, ñîãëàñîâàííàÿ ñ
îðèåíòàöèåé îäíîãî ñèìïëåêñà, ïðîòèâîïîëîæíà åå îðèåíòà-
öèè, ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöèåé äðóãîãî. Îáúåäèíåíèå âñåõ
ãðàíåé, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ íè ñ êàêîé äðóãîé ãðàíüþ, íàçî-
âåì ãðàíèöåé ïðîñòîé îáëàñòè Ω è áóäåì åå îáîçíà÷àòü ∂Ω.
Åñëè ãðàíü íåêîòîðîãî ïîâåðõíîñòíîãî ñèìïëåêñà èìååò îðè-
åíòàöèþ, ñîãëàñîâàííóþ ñ îðèåíòàöèåé ñèìïëåêñà, è ïðèíàä-
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ëåæèò ãðàíèöå ïðîñòîé d-ìåðíîé îáëàñòè Ω, áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî îðèåíòàöèÿ ýòîé ãðàíè ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé Ω.

Òåîðåìà 5.8. (Ñòîêñ) Ïóñòü Ω � ïðîñòàÿ d-ìåðíàÿ îáëàñòü
â RN , îðèåíòàöèÿ êîòîðîé ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé åå ãðà-
íèöû, ω � (d−1)-ôîðìà â RN êëàññà C(1), çàäàííàÿ íà Ω. Òîãäà∫

Ω

dω =

∫
∂Ω

ω. (21)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåì 5.7 è 4.3.♢
Ëþáîé d-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê â Rd, ñíàáæåííûé îðèåíòà-

öèåé, ïîðîæäåííîé òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü) ïðîñòîé d-ìåðíîé îá-
ëàñòüþ Ω â Rd, à åãî ãðàíèöà ïðè äîëæíîì âûáîðå îðèåíòàöèè
ãðàíåé ñîâïàäåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü) ñ ∂Ω.
Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ìíîãîãðàííèê ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü,
ò.å. ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ d-ìåðíûõ
ñèìïëåêñîâ (ò.å. çàìûêàíèé d-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ), òàêèõ ÷òî
èõ âíóòðåííîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ, êàæäàÿ ãðàíü êàæäîãî ñèì-
ïëåêñà ëèáî íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ êàêîé äðóãîé ãðàíüþ, ëè-
áî ñîâïàäàåò ðîâíî ñ îäíîé ãðàíüþ. Ñíàáäèì êàæäóþ ãðàíü
êàæäîãî ñèìïëåêñà îðèåíòàöèåé, ñîãëàñîâàííîé ñ îðèåíòàöè-
åé ñèìïëåêñà (ïîðîæäåííîé òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì).
Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.4 ñîâïàäàþùèå ãðàíè áóäóò èìåòü ïðîòè-
âîïîëîæíûå îðèåíòàöèè.

ßñíî, ÷òî åñëè S � d-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü â RN , çàäàííàÿ
âåêòîð-ôóíêöèåé φ : E−→S, Ω � ïðîñòàÿ d-ìåðíàÿ îáëàñòü â
Rd, ñîäåðæàùàÿñÿ â E âìåñòå ñî ñâîåé ãðàíèöåé, òî ìíîæåñòâà
φ(Ω) è φ(∂Ω) ñ îðèåíòàöèÿìè, èíäóöèðîâàííûìè îòîáðàæåíè-
åì φ, ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòîé d-ìåðíîé îáëàñòüþ â
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RN è åå ãðàíèöåé. ×èñëî ãðàíåé ó Ω è φ(Ω) áóäåò îäèíàêîâûì.
Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå Ω ìîæíî âçÿòü ëþáîé ìíîãîãðàííèê,
ñíàáæåííûé âìåñòå ñî ñâîèìè ãðàíÿìè îðèåíòàöèåé, ïî îïè-
ñàííîé âûøå ñõåìå.

Îäíàêî ïîíÿòèå ïðîñòîé îáëàñòè îõâàòûâàåò íå òîëüêî îïè-
ñàííûå ñèòóàöèè.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ∆1 = {(θ, ρ) : 0 < θ < 2π, θ
2π < ρ < 1},

∆2 = {(θ, ρ) : 0 < θ < 2π, 0 < ρ < θ
2π}. Ìíîæåñòâà ∆1,∆2

� äâóìåðíûå ñèìïëåêñû, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò îïðåäåëÿþùèå
èõ àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ φ1 : ∆2

0−→∆1, φ2 : ∆2
0−→∆2,

òàêèå ÷òî ∆1,∆2 èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ (êàê ÷àñòè
îäíîé è òîé æå äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, ïëîñêî-

ñòè (θ, ρ)). Ïîëîæèì ψ :

{
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

âåêòîð-ôóíêöèè ψ ◦ φ1 : ∆2
0−→Ω1, ψ ◦ φ2 : ∆2

0−→Ω2 çà-
äàþò äèçúþíêòíûå ïîâåðõíîñòíûå ñèìïëåêñû Ω1,Ω2, îáúåäè-
íåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íì êðóãîì (ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæåñòâà ìåðû íîëü), ïðè÷åì Ω1 èìååò òðè ãðàíè, à Ω2 �
òîëüêî äâå, òàê êàê ðåáðî {(θ, ρ) : 0 < θ < 2π, ρ = 0}
ñèìïëåêñà ∆2 îòáðàæàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé ψ â òî÷êó (ñì
ðèñ. 3). Ïî ïðåäëîæåíèþ 5.4 îáùåå ðåáðî {(θ, ρ) : 0 < θ <
2π, θ

2π = ρ} ñèìïëåêñîâ ∆1,∆2 èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå îðè-
åíòàöèè, à çíà÷èò è ñîîòâåòñòâóþùåå îáùåå ðåáðî ïîâåðõíîñò-
íûõ ñèìïëåêñîâ Ω1,Ω2 èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè.
Ââèäó 2π�ïåðèîäè÷íîñòè ψ ïî àðãóìåíòó θ îáðàçû ðåáåð Γ1 =
{(θ, ρ) : θ = 0, 0 < ρ < 1}, Γ2 = {(θ, ρ) : θ = 2π, 0 <

ρ < 1} ñîâïàäóò êàê ìíîæåñòâà. Ïîêàæåì, îíè áóäóò èìåòü
ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè. Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ ∆̃1, çà-
äàííûé âåêòîð-ôóíêöèåé φ̃1 : ∆2

0−→ ∆̃1, ãäå φ̃1 = φ1 + 2πe1,
à îðèåíòàöèþ åãî ðåáðà, ñîâïàäàþùåãî ñ ðåáðîì Γ2, îïðåäå-
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Ðèñ. 3. Åäèíè÷íûé êðóã, ðàçáèòûé íà ïîâåðõíîñòíûå ñèìïëåêñû Ω1, Ω2.

ëèì âåêòîð-ôóíêöèåé φ̃∗ := φ∗ + 2πe1, ãäå φ
∗ � îòîáðàæåíèå,

çàäàþùåå ðåáðî Γ1 ñèìïëåêñà ∆2. Ïîñêîëüêó (φ2)
′ = (φ̃2)

′,
(φ∗)′ = (φ̃∗)′, îðèåíòàöèÿ ∆̃1 ñîâïàäåò ñ îðèåíòàöèåé ∆1, à
çíà÷èò è ∆2, è ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé ðåáðà Γ2. Ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 5.4 îáùåå ðåáðî Γ2 ñèìïëåêñîâ ∆̃1,∆2 èìååò ïðîòèâî-
ïîëîæíûå îðèåíòàöèè à çíà÷èò è èõ îáðàçû ïðè îòîáðàæåíèè
ψ èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå îðèåíòàöèè, íî ψ ◦ φ∗ = ψ ◦ φ̃∗

ââèäó 2π�ïåðèîäè÷íîñòè âåêòîð-ôóíêöèè ψ ïî θ. Òàêèì îá-
ðàçîì, îðèåíòèðîâàííûå ïîâåðõíîñòíûå ñèìïëåêñû Ω1,Ω2 ñî-
ñòàâëÿþò ïðîñòóþ äâóìåðíóþ îáëàñòü ñ åäèíñòâåííûì ðåáðîì
ψ({(θ, ρ) : 0 < θ < 2π, ρ = 1}), ñîâïàäàþùèì (ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæåñòâà ìåðû íîëü) ñ åäèíè÷íîé îêðóæíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ òåîðåìû Ñòîêñà.
1. Ïóñòü N = 2, d = 2, ω = f dx+ g dy. Òîãäà

dω =
∂f

∂y
dy ∧ dx+ ∂g

∂x
dx ∧ dy =

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy,

è ôîðìóëà (21) ïðèìåò âèä∫
Ω

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy =

∫
∂Ω

f dx+ g dy.
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Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé Ãðèíà3.
2. Ïóñòü N = 3, d = 3, ω = P dx∧dy+Qdy∧dz+Rdz∧dx.

Òîãäà

dω =
∂P

∂z
dz ∧ dx ∧ dy + ∂Q

∂x
dx ∧ dy ∧ dz + ∂R

∂y
dy ∧ dz ∧ dx =(

∂P

∂z
+
∂Q

∂x
+
∂R

∂y

)
dx ∧ dy ∧ dz,

è ôîðìóëà (21) ïðèìåò âèä∫
Ω

(
∂P

∂z
+
∂Q

∂x
+
∂R

∂y

)
dx ∧ dy ∧ dz =

∫
∂Ω

P dx ∧ dy +Qdy ∧ dz +Rdz ∧ dx.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî4-Ãàóññà.
3. Ïóñòü N = 3, d = 2, ω = P dx+Qdy +Rdz. Òîãäà

dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +(

∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx,

è ôîðìóëà (21) ïðèìåò âèä∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂Q

∂x

)
dz ∧ dx =

∫
∂Ω

P dx+Qdy +Rdz.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé Ñòîêñà.
3Äæîðæ Ãðèí (1793-1841) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê.
4Ìèõàèë Âàñèëüåâè÷ Îñòðîãðàäñêèé (1801-1862) � ðóññêèé ìàòåìàòèê.
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