
ÓÄÊ 519.837À.Ï. Ïàð�åíîâÌíîãîøàãîâûå ñåòåâûå èãðû óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè*1. Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ñåòåâûå èãðûñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ïîñòðîåíî äîñòàòî÷íî îáùåå è êîíñòðóêòèâíîå îïðåäåëåíèåìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû. Ïðè ýòîì ñèòóàöèÿ â èãðå îïðåäåëåíà êàê íåêîòîðûé îáîá-ùåííûé ïîòîê â ñåòè, êîòîðûì óïðàâëÿþò èãðîêè. Îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòà-òî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîâåñíîñòè ñèòóàöèè â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå.Ñåòåâûå èãðû, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé èãðû � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâîñåòåé, ðàññìàòðèâàëèñü è ðàíåå. Áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ ãðà� ñ íàãðóæåííûìè âåðøè-íàìè è äóãàìè, ò. å. íàáîð (L, M, g, h), ãäå M ⊆ L × L, g : L → A, h : M → B. Ñåòèîïèñûâàþò ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííûå îáúåêòû, åñëè ïðîñòðàíñòâî � äèñêðåòíîå.Êàê èçâåñòíî, âðåìÿ � ýòî ÷åòâåðòîå èçìåðåíèå ïðîñòðàíñòâà. Çíà÷èò, ñåòè òàêæå ìîãóòîïèñûâàòü ïðîñòðàñòâåííî-âðåìåííûå ïðîöåññû, ò. å. ðàçâèòèå îáúåêòîâ, ðàñïðåäåëåí-íûõ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîëàãàÿ âðåìÿ äèñêðåòíûì, ïîëó÷èì, ÷òî ìíîãîøàãîâûå ñåòåâûåèãðû ìîäåëèðóþò âçàèìîäåéñòâèå ðàçëè÷íûõ öåëåíàïðàâëåííûõ àãåíòîâ â äèñêðåòíîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçíûõ îïðåäåëåíèé ñåòåâûõ èãð [1�4℄. Èõ ìîæíî îáîáùèòüòàê: ñåòåâàÿ èãðà � ýòà èãðà, â êîòîðîé êàæäàÿ ñèòóàöèÿ ïîðîæäàåò òó èëè èíóþ ñåòü,à �óíêöèÿ âûèãðûøà îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ñåòåé. Ôîðìàëüíî, ýòî íà-áîð Γ = (I, (Si)i∈I , G, g, (Hi)i∈I), ãäå I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ; Si � ìíîæåñòâîñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà; S =
∏

i∈I Si � ìíîæåñòâî ñèòóàöèé; G � íåêîòîðîå ìíîæåñòâîñåòåé; g : S → G � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé ñèòóàöèè ñîïîñòàâëÿåò ñåòü, îáðàçóþ-ùóþñÿ â ýòîé ñèòóàöèè; Hi : G → R � �óíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà. Ýòîìó íàáîðóñîîòâåòñòâóåò èãðà â íîðìàëüíîé �îðìå Γ′ = (I, (Si)i∈I , (Hi ◦ g)i∈I).Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ âèäà ñåòåâûõ èãð. Â ñåòåâûõ èãðàõ êîîðäèíàöèè èã-ðîêè îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ âåðøèíàìè ñåòè, à èõ âçàèìîäåéñòâèÿ � ñ äóãàìè. Â ðàáîòå [1℄ñåòåâàÿ èãðà Γ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ N = {1, . . . n} è ìíîæåñòâîì âîçìîæ-íûõ ïðåäëîæåíèé Xi ⊂ N êàæäîãî èãðîêà ïî îáðàçîâàíèþ ñâÿçè ñ äðóãèìè èãðîêàìè.Ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé i-ãî èãðîêà ìîæíî îïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé �âåêòîðîì xi ðàçìåðíîñòè n, ñîñòîÿùèì èç íóëåé è åäèíèö. Ïðè âçàèìíîì ñîãëàñèè ìåæ-äó èãðîêàìè îáðàçóþòñÿ ñâÿçè. Â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ ñèòóàöèÿ x = (x1, . . . xn) â èãðåîïðåäåëÿåò íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí N è ìíîæåñòâîì ðåáåð,êîòîðîå îáóñëîâëèâàåòñÿ ìàòðèöåé g = min(x, xT ), ãäå x � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé� âåêòîðà ñòðàòåãèé, à îïåðàöèÿ min ïðèìåíÿåòñÿ ê ìàòðèöàì ïîýëåìåíòíî. Ôóíêöèÿâûèãðûøà Hi çàäàíà íà ìíîæåñòâå ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ãðà�îâ.Â ðàáîòå [2℄ ðàçëè÷àþòñÿ ïðåäëîæåíèÿ èãðîêîâ xin
i ïî îáðàçîâàíèþ âõîäÿùåé ñâÿçèè ïðåäëîæåíèÿ xout

i ïî îáðàçîâàíèþ èñõîäÿùåé ñâÿçè, òàê ÷òî êàæäàÿ ñèòóàöèÿ x =

(xin, xout) îïðåäåëÿåò îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ ìíîæåñòâîì äóã g = min(xinT
, xout).�àññìàòðèâàëèñü è íåêîòîðûå ñåòåâûå èãðû íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ, â êîòîðûõèìåþò çíà÷åíèå íå äâîéíûå ñâÿçè, à ñîåäèíåíèÿ èãðîêîâ â òðîéêè, ÷åòâåðêè, è. ò. ï. [3℄.Îäíàêî òàêèå ñîåäèíåíèÿ ñâîäèëèñü â [3℄ ê ìíîæåñòâàì äâîéíûõ ñâÿçåé, à ïîäîáíûå*Ïàð�åíîâ Àíäðåé Ïàâëîâè÷ � ñîèñêàòåëü êà�åäðû ìîäåëèðîâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñè-ñòåì �àêóëüòåòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè � ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàð-ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò: 11. Íàó÷íûå íàïðàâëåíèÿ: òåîðèÿ èãð,îïòèìèçàöèÿ, äèíàìè÷åñêèå èãðû, ñåòåâàÿ îïòèìèçàöèÿ, ïîòîêè â ñåòÿõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.�ðàíò �06-06-80509. 1



èãðû � ê ñåòåâûì èãðàì.Êðîìå òîãî, ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü ñåòåâûå èãðû óïðàâëåíèÿ ñòàòè÷åñêèìè ïîòî-êàìè â ñåòÿõ [4℄. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ èíà÷å, ÷åì â ðàáîòàõ [1, 2℄: êàæäîìó èãðîêó iñîîòâåòñòâóåò ïîòîê gi â ñåòè, êîòîðûì îí óïðàâëÿåò. Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê íå ìîæåòñâÿçûâàòü èãðîêîâ ìåæäó ñîáîé. Â äàííîì ñëó÷àå, ñåòü çàâèñèò íå òîëüêî îò ìíîæå-ñòâà âåðøèí è ðåáåð, íî è îò ïîòîêà, ò. å. îò ïàðàìåòðîâ ðåáåð. Ôóíêöèÿ âûèãðûøà Hiçàäàíà íà ìíîæåñòâå ñåòåé. �àíåå ðàññìàòðèâàëèñü è íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè îïðå-äåëåíèÿ, äàííîãî â [4℄, ñâÿçàííûå ñ ïàðàäîêñîì Áðàåññà, ðàâíîâåñèåì Âîðäðîïà, è. ò. ï.[5℄.Ôîðìàëüíî, ïîçèöèîííûå èãðû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì [6℄ òàêæå ïîäïàäàþò ïîääàííîå âûøå îáùåå îïðåäåëåíèå ñåòåâîé èãðû. Òàêèì îáðàçîì, îíî îêàçûâàåòñÿ ñëèø-êîì îáùåì è íåêîíñòðóêòèâíûì. Çàäà÷à ðàáîòû � êîíêðåòèçèðîâàòü åãî è íàéòè ñâÿçüìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìè ñåòåâûõ èãð.Â ï. 2 è 3 ïðèâåäåí ðÿä îïðåäåëåíèé: ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåòåâîé èãðû, ãðóïïîâîéñåòåâîé èãðû áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí, îáùåé ãðóïïîâîé ñåòåâîé èãðû, ìíîãîøàãîâîéñåòåâîé èãðû. Êàæäîå ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îïèðàåòñÿ íà ïðåäûäóùèå è îáîáùàåòèõ. Ïðè ýòîì êàæäûé ðàç îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëåå îáùóþ è ñëîæíóþ èãðó ìîæíî ñâåñòèê áîëåå ÷àñòíîé è ïðîñòîé.Îïðåäåëåíèå ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû îáîáùàåò èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ ñòàòè-÷åñêèõ ñåòåâûõ èãð [1, 2, 4℄ è ìíîãîøàãîâûõ èãð ñ îäíîâðåìåííûìè õîäàìè èãðîêîâ(ñì., íàïðèìåð, [6℄). Ìíîãîøàãîâóþ ñåòåâóþ èãðó öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü êàê èãðóóïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè, â êîòîðîé èãðîêè, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò îïðåäåëåííûå âåðøèíûè äóãè ñåòè, óïðàâëÿþò ïîòîêàìè â ñåòè ñ öåëüþ èõ îïòèìèçàöèè. Ïîñòðîåí àëãîðèòìíàõîæäåíèÿ âñåõ ðàâíîâåñèé â êîíå÷íîé èãðå ñ ïîìîùüþ ãðà�à, ðàçâåðíóòîãî âî âðåìå-íè. Äîêàçàíà òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàâíîâåñíîñòè ïî Íýøó âìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì, ïîçâîëÿþùàÿ ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäå-íèÿ ðàâíîâåñèÿ ê êîíå÷íîìó íàáîðó ìàêñèìèííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêîãîïîòîêà.2. Ñòàòè÷åñêèå ñåòåâûå èãðû. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåòåâîé èãðûîáîáùàåò ðàíåå äàâàâøèåñÿ îïðåäåëåíèÿ ñåòåâîé èãðû, â êîòîðûõ âîçíèêàåò îðèåíòè-ðîâàííûé [2℄ èëè íåîðèåíòèðîâàííûé [1℄ ãðà�.Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñåòåâàÿ èãðà � ýòî ñåòåâàÿ èãðà ΓS,M =
(N, ((Si)i∈N , (Mij)i,j∈N , (Mi(si))i∈N,si∈Si

), G, g, (Hi)i∈N ), ãäå
• N = {1, . . . n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ;
• Si � àáñòðàêòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé i-ãî èãðîêà;
• Mij � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñâÿçè ìåæäó i-ì è j-ì èãðîêàìè, ÿâëÿþùååñÿ íèæíåéïîëóðåøåòêîé ñ íóëåì (ò. å. äëÿ êàæäîé ïàðû a, b ∈ Mij îïðåäåëåí èí�èìóì

inf(a, b) ∈ Mij);
• Mi(si) � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ �óíêöèé (âåêòîðîâ) mi : {1, . . . i−1, i+1, . . . n} →

Mi·, îïèñûâàþùèõ âîçìîæíûå ñâÿçè i èãðîêà ñ äðóãèìè èãðîêàìè;
• 
òðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà� ýòî íàáîð xi = (si ∈ Si, mi : {1, . . . i−1, i+1, . . . n} → Mi·)òàêîé, ÷òî mi ∈ Mi(si);
• ñåòü g(x) ∈ G(S, M) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

g(x) = inf(x, xT ),2



ãäå x � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé � ñòðàòåãèè èãðîêîâ (íà äèàãîíàëè ñòîÿò ñîñòî-ÿíèÿ èãðîêîâ), à inf � ïîýëåìåíòíàÿ îïåðàöèÿ íàä ìàòðèöàìè.Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòåâóþ èãðó òàê. Èãðîê îïðåäåëÿåòñâîå ñîñòîÿíèå, èãðîêîâ, ñ êîòîðûìè îí õî÷åò ñâÿçàòüñÿ, è ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõðåáåð. Êàæäàÿ ñèòóàöèÿ â èãðå ïîðîæäàåò ãðà� ñ íàãðóæåííûìè âåðøèíàìè è ðåáðà-ìè. Êàæäàÿ âåðøèíà i íàãðóæåíà ñîñòîÿíèåì si i-ãî èãðîêà. Åñëè èãðîê i âûáèðàåòýëåìåíò ñòðàòåãèè mi(j) ïî ñîåäèíåíèþ ñ èãðîêîì j, à èãðîê j � ýëåìåíò ñòðàòåãèè
mj(i) ïî ñîåäèíåíèþ ñ èãðîêîì i, òî â ãðà�å ïîÿâëÿåòñÿ ðåáðî (i, j) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà inf(mi(j), mj(i)) 6= 0. Ïðè ýòîì ðåáðî íàãðóæåíî ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷å-íèåì mij = inf(mi(j), mj(i)). Åñëè æå inf(mi(j), mj(i)) = 0, òî â ãðà�å íåò ðåáðà (i, j)(èëè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíî åñòü è íàãðóæåíî íóëåì).Â ñëó÷àå, êîãäà |Si| = 1, Mij = {0, 1}, ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåòåâûå èãðû èçîìîð�íûñåòåâûì èãðàì ñ íåîðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì [1℄ (èçîìîð�èçì ïîíèìàåì êàê áèåêöèþñòðàòåãèé, ñîõðàíÿþùóþ çíà÷åíèÿ âûèãðûøåé). Â ñëó÷àå, êîãäà Mij = {0, 1} × {0, 1},îíè èçîìîð�íû ñåòåâûì èãðàì ñ îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì [2℄. Â ñëó÷àå, êîãäà Mij =
{0}, îíè èçîìîð�íû èãðàì â íîðìàëüíîé �îðìå. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêèå ñå-òåâûå èãðû � îáîáùåíèå òðåõ óêàçàííûõ êëàññîâ èãð.Çàìå÷àíèå 1. Ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòåâóþ èãðó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñåòå-âóþ èãðó íà ìóëüòèãðà�å è ïñåâäîãðà�å ñ ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòüþ ðåáåð. Äåéñòâè-òåëüíî, êàæäàÿ ïîëóðåøåòêàMij ⊂

∏

k∈Pi,j
{0, 1} èçîìîð�íà ïîäïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþäâóõýëåìåíòíûõ ïîëóðåøåòîê ïî ìíîæåñòâó ðåáåð Pi,j ìåæäó âåðøèíàìè i è j. Êðîìåòîãî, ïîñêîëüêó íà ñâÿçè ìåæäó èãðîêàìè i è j ìîãóò áûòü íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ,â îáùåì ñëó÷àå, îíè âûáèðàþò ýëåìåíòû èç ïîäïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõýëåìåíò-íûõ ïîëóðåøåòîê, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âûáîð èãðîêîìñâÿçè ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó. Àíàëîãè÷íî, êàæäîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Si ìîæ-íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîäïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ � ñâÿçåéèãðîêà ñ ñàìèì ñîáîé.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòåâóþ èãðó èãðîé ñîãëàñèÿ,åñëè èç xi ∈ Xi (xi = (mi1, . . . si, . . .min)) è x′

i ≤ xi (â ñìûñëå åñòåñòâåííîãî ÷àñòè÷íîãîïîðÿäêà íà ïîëóðåøåòêàõ) ñëåäóåò x′
i ∈ Xi.Òî åñòü, åñëè èãðîê i èìååò ïðàâî ïðåäëîæèòü èãðîêó j îáðàçîâàòü ñâÿçü ñ áîëüøèìèïàðàìåòðàìè, òî îí èìååò ïðàâî ïðåäëîæèòü îáðàçîâàòü ñâÿçü ñ ìåíüøèìè ïàðàìåòðà-ìè.Ïðèìåð 1. Ïóñòü èìåþòñÿ 2 èãðîêà: N = {1, 2}, ïðè÷åì |Si| = 1 è M12 = M21 =

{1, 2}. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èãðîê ìîæåò ïðåäëîæèòü äðóãîìó ñâÿçü ïî 1-ìó âàðè-àíòó, ëèáî ïî 2-ìó, ëèáî îòêàçàòüñÿ îò êàêèõ-ëèáî ïðåäëîæåíèé. Ïóñòü ïðè íåîáðàçî-âàíèè ñâÿçè èãðîêè ïîëó÷àþò íóëåâîé âûèãðûø, ïðè ñâÿçè ïî 1-ìó âàðèàíòó áîëüøåâûèãðûâàåò 1-é èãðîê, ïî 2-ìó âàðèàíòó � 2-é. Èñêëþ÷èâ íåèíòåðåñíûå äîìèíèðóå-ìûå ñòðàòåãèè, â êîòîðûõ îäèí èëè îáà èãðîêà íå õîòÿò îáðàçîâûâàòü ñåòü, ïîëó÷àåìáèìàòðè÷íóþ èãðó, èçîìîð�íóþ èãðå ñ ìàòðèöåé (A, B) =

(

(2, 1) (0, 0)
(0, 0) (1, 2)

). Ýòî òàêíàçûâàåìàÿ èãðà ¾ñåìåéíûé ñïîð¿ [7℄.Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñåòåâàÿ èãðà èçîìîð�íà íåêîòîðîé íåïàðàìåòðè÷åñêîéñåòåâîé èãðå, íà íåå ìîæíî áåç èçìåíåíèé ïåðåíåñòè îïðåäåëåíèÿ ñåòè, ñòàáèëüíîé(ðàâíîâåñíîé) ïî Íýøó [2℄. Áóäåò òàêæå âåðíî óòâåðæäåíèå î ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõâ ñåòåâîé èãðå.Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â ïàðàìåòðè÷åñêîé èãðå ñîãëàñèÿ ñèòóàöèÿ x ÿâëÿåòñÿ3



ðàâíîâåñèåì Íýøà è ïðèâîäèò ê ðåçóëüòèðóþùåé ñåòè g = inf(x, xT ), òî ñèòóàöèÿ
x′, â êîòîðîé x′ = x′T = g, òàêæå áóäåò ðàâíîâåñèåì Íýøà.Îïðåäåëåíèå 3. Â ïàðàìåòðè÷åñêîé èãðå ñîãëàñèÿ ñåòü g ∈ G(S, M) ñòàáèëüíà ïîÍýøó, åñëè ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé x′ = x′T = g, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì Íýøà.Òàêæå âåðíî óòâåðæäåíèå î ìàêñèìèíå, îáîáùàþùåå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿñåòåâîé èãðû, ðàíåå äîêàçàííîå àâòîðîì [8℄.Óòâåðæäåíèå 2. Â êîíå÷íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé èãðå ñîãëàñèÿ äëÿ ëþáîãî i ñóùå-ñòâóåò òàêàÿ ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà i, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà (i, j) òàêîãî,÷òî j 6= i, áóäåò mij = 0 (èãðîê i èçîëèðîâàí îò îñòàëüíûõ ).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . �àññìîòðèì, äëÿ ïðîñòîòû, ìàêñèìèí ïðè �èêñèðîâàííîìâíóòðåííåì ñîñòîÿíèè èãðîêà i. Ìàêñèìèí ïî âñåì ñòðàòåãèÿì èãðîêà i ðàâåí ìàêñè-ìàëüíîìó èç ìàêñèìèíîâ ïî êàæäîìó âíóòðåííåìó ñîñòîÿíèþ. Ïîýòîìó, åñëè îêàæåòñÿ,÷òî äëÿ ìàêñèìèíà ïðè êàæäîì ñîñòîÿíèè âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, òî îíî âûïîëíÿ-åòñÿ è äëÿ ¾îáùåãî¿ ìàêñèìèíà.Ïóñòü ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà � xi, è åé ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèÿ (xi, x−i).Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ñåòü, â êîòîðîé íàáîð ðåáåð, ñâÿçàííûõ ñ èãðîêîì i, èìååò çíà÷å-íèå mi = (mij)j 6=i. Åñëè ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðîâ äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ðåáåð (i, j)âûèãðûø èãðîêà i ñíèçèòñÿ, ñèòóàöèþ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàêñèìèííîé, ïîñêîëüêó òîãäàñîîòâåòñòâóþùèå èãðîêè j ìîãóò îäíîâðåìåííî óìåíüøèòü ïàðàìåòðû äëÿ ýòèõ ðåáåð(÷òî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà ñîãëàñèÿ), òàê ÷òî âûèãðûø èãðîêàñòàíåò ìåíüøå.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè èãðîêîì i ïàðàìåòðîâ mi ïîëó÷èòñÿñèòóàöèÿ (x′

i, x−i) òàêàÿ, ÷òî âûèãðûø èãðîêà óâåëè÷èòñÿ: Hi(x
′
i, x−i) > Hi(xi, x−i).Ïðè ýòîì ñòðàòåãèÿ x′

i îòëè÷àåòñÿ îò ñòðàòåãèè xi òîëüêî òåì, ÷òî ïàðàìåòðû ðåáåð
m′

i < mi ⇒ x′
i < xi.Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ñèòóàöèÿ áûëà ìàêñèìèííîé, ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèòóàöèÿ (x′

i, x−i)íå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì Hi ïî ñòðàòåãèÿì îñòàëüíûõ èãðîêîâ x−i (åñëè áû îíà äîñòàâ-ëÿëà ìèíèìóì, âîçíèêëî áû ïðîòèâîðå÷èå ñ ìàêñèìèííîñòüþ îòëè÷íîé îò íåå ñèòóàöèè
(xi, x−i)). �àññìîòðèì òîãäà íàáîð ñòðàòåãèé x′

−i 6= x−i, êîòîðûé äîñòàâëÿåò ñîîòâåò-ñòâóþùèé ìèíèìóì Hi(x
′
i, x

′
−i) < Hi(x

′
i, x−i). Ïàðå ñòðàòåãèé (x′

i, x
′
−i) îòâå÷àåò ñåòüñ ïàðàìåòðàìè ðåáåð inf(x′

i, x
′
−i) = m′′

i . Îòñþäà, ïî ñâîéñòâàì íèæíåé ïîëóðåøåòêè,
m′′

i = inf(xi, x
′
−i).Ïîñêîëüêó âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå èãðîêà i �èêñèðîâàíî, ïîëó÷àåì Hi(xi, x

′
−i) =

Hi(x
′
i, x

′
−i). Îòñþäà âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

Hi(xi, x−i) ≤ Hi(xi, x
′
−i) = Hi(x

′
i, x

′
−i) < Hi(x

′
i, x−i).Íî (xi, x−i) è (x′

i, x
′
−i) � ñèòóàöèè, â êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì. Ýòî çíà÷èò, ÷òîìîæíî ïåðåéòè ê ñèòóàöèè (x′

i, x
′
−i), â êîòîðîé ïàðàìåòðû ðåáåð (i, j) áóäóò ìåíüøå, èîíà òàêæå áóäåò ìàêñèìèííîé.Èòàê, âûèãðûø èãðîêà ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðîâ íåêîòîðûõ ðåáåð (i, j) íå ìîæåòñíèçèòüñÿ, à åñëè îí ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ, òî ìîæíî ïåðåéòè ê íîâîé ìàêñèìèííîé ñèòó-àöèè, â êîòîðîé ïàðàìåòðû ðåáåð (i, j) îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå. Ïîñêîëüêó èãðà êîíå÷íà,ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ, ðàíî èëè ïîçäíî ïîëó÷èì ñèòóàöèþ, â êîòîðîé, êàêèå áû ìû ïà-ðàìåòðû ðåáåð íå óìåíüøàëè, âûèãðûø îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Çíà÷èò, ÷òî, ïîñêîëüêóýòî èãðà ñîãëàñèÿ, ìîæíî óäàëèòü âñå ðåáðà (i, j) è, ðàññóæäàÿ, êàê âûøå, ïîëó÷èìíåêóþ ìàêñèìèííóþ ñèòóàöèþ (xi, x

′
−i), â êîòîðîé íåò ðåáåð ìåæäó i è N \ {i}.Òàê æå, êàê è äëÿ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåòåâûõ èãð [8℄, â ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåòåâûõèãðàõ ìîæíî íàéòè ïåðåáîðîì ñåòåé è ñòðàòåãèé:4



• �àâíîâåñèÿ. Íàõîäèì âñå ñòàáèëüíûå ñåòè ïåðåáîðîì ñåòåé è äëÿ êàæäîé ñåòè � îò-êëîíÿþùèõñÿ ñòðàòåãèé çà âðåìÿ O(|G(S, M)|(|S1|
∏

j |Mj1|+ · · ·+ |Sn|
∏

j |Mjn|)).Èñõîäÿ èç óòâåðæäåíèÿ 1, äîáàâëÿÿ ê ñòàáèëüíîé ñåòè g òå èëè èíûå êîìïîíåíòûñòðàòåãèé, ÷òîáû áûëî min(x, xT ) = g, ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ðàâíîâåñèÿ.
• Ìàêñèìèííûå ñòðàòåãèè i-ãî èãðîêà � ïåðåáîðîì âñåõ ñåòåé, â êîòîðûõ i-é èãðîêèçîëèðîâàí, çà âðåìÿ O(|G(S, M)|).Â ñåòåâûõ èãðàõ êîîðäèíàöèè ìíîæåñòâî N èãðîêîâ (óïðàâëÿþùèõ îáúåêòîâ) èìíîæåñòâî L âåðøèí ãðà�à (óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ) ñîâïàäàþò. Â ðåàëüíûõ ðàñïðåäå-ëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåìàõ îíè íå âñåãäà ñîâïàäàþò. �àçäåëèâ èõ,ïîëó÷èì ãðóïïîâûå ñåòåâûå èãðû. Âîçìîæíû äâà êëàññà ãðóïïîâûõ ñåòåâûõ èãð. Áîëååïðîñòîé êëàññ � ãðóïïîâûå èãðû áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí, â êîòîðûõ îäèí èãðîê ìîæåòóïðàâëÿòü íåñêîëüêèìè âåðøèíàìè, íî îäíîé âåðøèíîé íå ìîãóò óïðàâëÿòü íåñêîëüêîèãðîêîâ.Îïðåäåëåíèå 4. �ðóïïîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí � ýòî ñåòåâàÿèãðà (N, ((L, M), l, (Xi)i∈N ), G, g, (Hi)i∈N ), ãäå
• (L, M) � ìóëüòèãðà� èãðû (L � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à, M � ìíîæåñòâî äóã,

M � ìíîæåñòâî ðåáåð). Áóäåì îáîçíà÷àòü M(a, b) � ìíîæåñòâî äóã ìåæäó a è b,
M(A, B) � ìíîæåñòâî äóã ìåæäó âåðøèíàìè èç ïîäìíîæåñòâ A è B.

• l : L → N � �óíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé âåðøèíå ãðà�à èãðîêà, óïðàâëÿþ-ùåãî ýòîé âåðøèíîé.
• Xi ⊂ X0

i � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé i-ãî èãðîêà, ãäå X0
i = Xext

i × X int
i , ãäå Xext

i =

2M(l−1(i),L\l−1(i)) � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäëîæåíèé i-ãî èãðîêà ïî ñîåäè-íåíèþ åãî âåðøèí ñ âåðøèíàìè äðóãèõ èãðîêîâ, X int
i = 2M(l−1(i),l−1(i)) � ìíîæå-ñòâî âñåõ ¾âíóòðåííèõ¿ ñîåäèíåíèé (ñâÿçåé) ìåæäó âåðøèíàìè i-ãî èãðîêà. Ñî-îòâåòñòâåííî Xi ⊆ 2M(l−1(i),L), X =

∏

i∈N Xi ⊆ 2M(L,L) � ìíîæåñòâî ñèòóàöèé âèãðå, êîòîðîå ìîæíî, ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íîé ñåòåâîé èãðîé, ïðåäñòàâèòü ìàòðèöåé(òîëüêî èãðîêè óæå îïðåäåëÿþò íå ñòðîêè, à ãðóïïû ñòðîê)
• g(x) = min(x, xT ), êàê è â îáû÷íîé ñåòåâîé èãðå.�ðóïïîâóþ ñåòåâóþ èãðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåòåâóþ èãðó íà àãðåãèðîâàí-íîì èåðàðõè÷åñêîì ìóëüòèãðà�å, ò. å. èçîìîð�íóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòåâóþ èãðó, âêîòîðîé
• N � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à, êîòîðîå ïðîñòî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ;
• mii =

⊔

l(j)=l(k)=i M(j, k), Si = G(X int
i ) � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé i-ãî èãðîêà, ò. å.ïîäñåòåé, ïîðîæäåííûõ âåðøèíàìè l−1(i);

• mij =
⊔

i′∈l−1(i), j′∈l−1(j) M(i′, j′), Mij = 2mij � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ñâÿçåé ìåæäóèãðîêàìè i è j, ò. å. ìíîæåñòâ äóã èëè ¾àãðåãèðîâàííûõ äóã¿ ìåæäó ìíîæåñòâàìèâåðøèí èãðîêîâ i è j, ñ åñòåñòâåííîé ñòðóêòóðîé íèæíåé ïîëóðåøåòêè íà ìíîæå-ñòâàõ;
• ñèòóàöèÿ x ïîðîæäàåò ñåòü g′(x) = A(g(x)), ãäå A � îïåðàöèÿ àãðåãèðîâàíèÿ ãðà-�à, ñîîòâåòñòâóùåãî ðàñïðåäåëåíèþ âåðøèí ïî èãðîêàì � âñå âåðøèíû, ïðèíàä-ëåæàùèå îäíîìó èãðîêó, îáúåäèíÿþòñÿ.5



Ïðèìåð 2. Ìíîãîøàãîâàÿ èãðà íà äåðåâå [9℄ � ýòî ãðóïïîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà, â êîòî-ðîé �èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ âåðøèíà � íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ (êîðåíü). Ñòðàòåãèÿ èãðîêàñîñòîèò â òîì, ÷òî â êàæäîé âåðøèíå îí âûáèðàåò îäíó è òîëüêî îäíó èñõîäÿùóþ èç âåð-øèíû äóãó, åñëè èñõîäÿùèå äóãè ñóùåñòâóþò. Â ïîî÷åðåäíûõ èãðàõ ñ íåïîëíîé èí�îð-ìàöèåé [7, 10℄ íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð èñõîäÿùèõ äóã, ñâÿçûâàþùèå âûáîðûèãðîêà â ðàçíûõ âåðøèíàõ: ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ýêâèâàëåíòíîñòè âåðøèí (èí�îðìà-öèîííûå ìíîæåñòâà) è èçîìîð�èçìû èñõîäÿùèõ äóã, òàê ÷òî èãðîê îáÿçàí âûáèðàòüèçîìîð�íûå äóãè. Ñèòóàöèÿ â èãðå ïîðîæäàåò åäèíñòâåííûé ïóòü èç íà÷àëüíîé ïîçè-öèè, êîòîðûé è îïðåäåëÿåò èñõîä èãðû. Ïîñêîëüêó íà êàæäóþ äóãó âëèÿåò òîëüêî îäèíèãðîê, òàêàÿ èãðà íå ÿâëÿåòñÿ èãðîé ñîãëàñèÿ � ñêîðåå, åå ïðîòèâîïîëîæíîñòüþ.Àíàëîãè÷íî, ìîæíî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïîâûå èãðû. Èõ ìîæíî ñâåñòèê ïàðàìåòðè÷åñêèì èãðàì.Îïðåäåëåíèå 5. Îáùàÿ ãðóïïîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà � ýòî ñåòåâàÿ èãðà
(N, ((L, M), ρ, (Xi)i∈N ), G, g, (Hi)i∈N ), ãäå ìíîæåñòâî èãðîêîâ N è ìóëüòèãðà�
(L, M) îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â ãðóïïîâîé èãðå áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí; ρ ⊆ L × M �äâóìåñòíîå îòíîøåíèå, ïîêàçûâàþùåå, êàêèå èãðîêè ó÷àñòâóþò â óïðàâëåíèè êàêèìèâåðøèíàìè; Xi ⊂ X0

i , G(X) ⊆ 2M(L,L), G(X), g îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â ïàðàìåòðè÷åñêîéãðóïïîâîé èãðå áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí.Çàìå÷àíèå 2. Â òàêîé èãðå ìåæäó âåðøèíàìè a è b, êîòîðûìè óïðàâëÿþò íåñêîëü-êî èãðîêîâ, ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ¾ïàðàëëåëüíûõ¿ ñîåäèíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåð-øèíîé a óïðàâëÿåò m èãðîêîâ, â âåðøèíîé b � n èãðîêîâ, òî ìåæäó âåðøèíàìè ìîæåòáûòü mn ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé. Â èõ ÷èñëî âõîäÿò è ñîåäèíåíèÿ ìåæäó âåðøèíàìèîäíîãî èãðîêà.Îáùóþ ãðóïïîâóþ èãðó ìîæíî ñâåñòè ê ãðóïïîâîé èãðå áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí,åñëè ¾ðàçìíîæèòü¿ âåðøèíû: êàæäóþ âåðøèíó a, óïðàâëÿåìóþ èãðîêàìè i1, . . . ik, ïðå-âðàòèòü â k âåðøèí (a, i1), . . . , (a, ik). �ðóïïîâóþ èãðó áåç ñîâìåñòíûõ âåðøèí, â ñâîþî÷åðåäü, ìîæíî ñâåñòè ê ïàðàìåòðè÷åñêîé èãðå. Òàêèì îáðàçîì, äóãè ñåòè â îáùåéãðóïïîâîé èãðå äåëÿòñÿ íà ñëåäóþùèå êëàññû:1. Äóãè âçàèìîäåéñòâèÿ Mp ìåæäó ðàçíûìè èãðîêàìè i è j ñîåäèíÿþò âåðøèíûèãðîêà i ñ âåðøèíàìè èãðîêà j. Îíè ñîõðàíÿþòñÿ è ñëèâàþòñÿ â îäíó äóãó (i, j)ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èãðû â íåãðóïïîâóþ ïàðàìåòðè÷åñêóþ èãðó.2. Ñòðóêòóðíûå äóãè Ms, ïðèíàäëåæàùèå èãðîêó i, ñîåäèíÿþò ìåæäó ñîáîé âåð-øèíû èãðîêà i. Îíè èñ÷åçàþò ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èãðû â íåãðóïïîâóþ ïàðàìåò-ðè÷åñêóþ èãðó.Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîøàãîâàÿ èãðà ñ ïîçèöèîííûìè ñòðàòåãèÿìè, â êîòîðîé ìîãóòõîäèòü îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî èãðîêîâ [6℄, � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåé ãðóïïîâîéèãðû.�àññìîòðèì òåïåðü ãðóïïîâûå èãðû óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè.Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ïîòîêîì â ñåòè (L, M) òàêóþ �óíê-öèþ g : M → P íà äóãàõ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà P (m)äëÿ êàæäîé äóãè m ∈ M , ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñåòè l ∈ L âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûåñîîòíîøåíèÿ òèïà f l
in(g(a1, l), . . . , g(ai, l)) = f l

out(g(l, b1), . . . , g(l, bj)), ãäå f l
in, f l

out � ïðî-èçâîëüíûå �óíêöèè, a1, . . . , ai = Γ−(l) � âåðøèíû âõîäÿùèõ â l äóã, b1, . . . , bj = Γ+(l) �âåðøèíû âûõîäÿùèõ èç l äóã.Îïðåäåëåíèå 7. �ðóïïîâàÿ èãðà óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì � ýòî îáùàÿ ãðóïïîâàÿ ïàðà-ìåòðè÷åñêàÿ èãðà, â êîòîðîé êàæäûé èãðîê óïðàâëÿåò êàæäîé âåðøèíîé, íåò âçàèìî-6



äåéñòâèÿ ìåæäó ðàçíûìè èãðîêàìè, à ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé Si èãðîêà i � ýòî ìíîæåñòâîîáîáùåííûõ ïîòîêîâ â ñåòè.Òàêèì îáðàçîì, â ãðóïïîâîé èãðå óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì èãðîêè íåçàâèñèìî äðóã îòäðóãà ïóñêàþò ïî ñåòè ïàðàëëåëüíûå ïîòîêè g1, . . . gn è ïîëó÷àþò âûèãðûø, çàâèñÿ-ùèé îò ðåçóëüòèðóþùåãî ïîòîêà g. Íàïðèìåð, èãðà óïðàâëåíèÿ êëàññè÷åñêèì ïîòîêîìâ ñåòè áåç ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñ íåëèíåéíîé �óíêöèåé ñòîèìîñòè ïðèíàäëåæèòê ýòîìó êëàññó èãð [4℄. Â ãðóïïîâîé èãðå óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì âñå äóãè ñåòè � ¾ñòðóê-òóðíûå¿, íåò äóã, îïðåäåëÿþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èãðîêàìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðèïðåîáðàçîâàíèè èãðû â ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòåâóþ èãðó ñåòü ïðåâðàòèòñÿ ïðîñòî â íàáîðèçîëèðîâàííûõ âåðøèí èãðîêîâ, à èãðà � â ïðîèçâîëüíóþ èãðó â íîðìàëüíîé �îðìå.Òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó èãðîêàìè âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî èíà-÷å íåçàâèñèìîñòü ñòðàòåãèé èãðîêîâ íå ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü óñëîâèÿ ïîòîêà.Ïðèìåð 3.Ïóñòü èìåþòñÿ 3 âåðøèíû è 3 èãðîêà, êîòîðûå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿþò ñî-îòâåòñòâåííî âåðøèíàìè 1, 2, 3. Ïóñòü â ãðà�å âîçìîæíû òîëüêî äóãè (1, 2) (2, 3), ÷åðåçêîòîðûå òå÷åò êëàññè÷åñêèé ïîòîê g, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ g(1, 2) = g(2, 3) (ñêîëü-êî âòåêàåò â âåðøèíó � ñòîëüêî èç íåå è âûòåêàåò). Òîãäà äëÿ ñòðàòåãèé s1, (s
1
2, s

2
2), s3ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî èãðîêà, îïðåäåëÿþùèõ íåîòðèöàòåëüíîåçíà÷åíèå ïîòîêà â äóãàõ, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

min(s1, s
1
2) = min(s2

2, s3)Î÷åâèäíî, íåçàâèñèìîñòü ñòðàòåãèé èãðîêîâ è ýòî óñëîâèå íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãóòîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé s1
2 = s2

2 ≤ s1, s3. Íî òîãäà çíà÷åíèåïîòîêà â ñåòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò 2-é èãðîê è ðåàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãè-ìè èãðîêàìè íåò. Àíàëîãè÷íî, è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ â ñòàòè÷åñêîé ñåòåâîé èãðåâçàèìîäåéñòâèå èãðîêîâ íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó îíè íå ìîãóò äîãîâîðèòüñÿ çàðàíåå îñîáëþäåíèè óñëîâèé ïîòîêà. Êàê ìû óâèäèì äàëüøå, ñèòóàöèÿ ìåíÿåòñÿ â äèíàìè÷å-ñêîé èãðå, ãäå èãðîê, õîäÿùèé ðàíüøå, ìîæåò íàâÿçàòü îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ïîòîêàèãðîêó, õîäÿùåìó ïîçæå.3. Äèíàìè÷åñêèå ñåòåâûå èãðû. Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìî-ìåíòîâ âðåìåíè: T = {1, 2, . . .m}. Â äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèéèãðû (ïðîñòðàíñòâî èãðû) � ýòî ìíîæåñòâî ñåòåé G. Ïðèìåì, äëÿ ïðîñòîòû, ñëåäóþ-ùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:1. Ìíîæåñòâî âåðøèí L íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåòè èç G. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íåóìàëÿåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî ïåðåèìåíîâàíèåì âåðøèí è äîáàâëå-íèåì ¾�èêòèâíûõ¿ âåðøèí (ñ åäèíñòâåííûì ñîñòîÿíèåì, íå ñâÿçàííûõ ñ äðóãèìèâåðøèíàìè) äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìíîæåñòâà âåðøèí ó âñåõ ñåòåé ñîâïàëè.2. Îòíîøåíèå óïðàâëåíèÿ ρ îäíî è òî æå äëÿ âñåõ ñåòåé. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå òàêæåíå óìàëÿåò îáùíîñòè, ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé èãðîê óïðàâ-ëÿåò êàæäîé âåðøèíîé � ïðîñòî íåêîòîðûå ìíîæåñòâà óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿò èç 1ýëåìåíòà.3. Ìíîæåñòâî ñâÿçåé ìåæäó M
ij
ab(sa, sb) ìåæäó âåðøèíàìè a, b èãðîêîâ i è j çàâèñèòòîëüêî îò ñîñòîÿíèé âåðøèí a, b è íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèé äðóãèõ âåðøèí. Ýòîòàêæå âïîëíå åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå.Òîãäà ìîæíî äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû, îáîáùàþùåå îïðå-äåëåíèå ìíîãîøàãîâîé èãðû ñ îäíîâðåìåííûìè õîäàìè èãðîêîâ [6℄:7



Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîãîøàãîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà � ýòî íàáîð
(N, (L, M), (si

l)i∈N, l∈L, ρ, T, (Ms, Mp, Md), (Uj(g, t))j∈N, g∈G, t∈T ,

(h(g, t, u))g∈G,t∈T,u∈U(g,t), (Hi(g, t))g∈G, i∈N, t∈T ),ãäå ìíîæåñòâî èãðîêîâ N , ìóëüòèãðà� (L, M), ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé êàæäîãî èãðîêàêàæäîé âåðøèíîé (si
l)i∈N, l∈L è îòíîøåíèå óïðàâëåíèÿ ρ îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê âñòàòè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå, è, êðîìå òîãî:

• T = {1, . . .m} � ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè;
• M = Ms ⊔ Mp ⊔ Md � äåëåíèå äóã ñåòè íà 3 ãðóïïû: ñòðóêòóðíûå äóãè Ms, äóãèâçàèìîäåéñòâèÿ Mp è äèíàìè÷åñêèå äóãè Md (â ñåòè åñòü äèíàìè÷åñêàÿ äóãà (a, b),åñëè èãðîêè, óïðàâëÿþùèå âåðøèíîé a, ìîãóò, âëèÿÿ íà åå ñîñòîÿíèå, ìåíÿòüñîñòîÿíèå âåðøèíû b);
• Uj(g, t) � óïðàâëåíèå êàæäîãî èãðîêà j êàæäîé ñåòüþ g â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

t, êîòîðîå ñîñòîèò èç óïðàâëåíèé èãðîêà âåðøèíàìè è ñòðóêòóðíûìè äóãàìè:
Uj(g, t) =

∏

l∈L

Lj(g, l, t) ×
∏

(a,b)∈M

M j
s (sj(a), sj(b), t),ãäå óïðàâëåíèå âåðøèíîé l äåëèòñÿ íà 3 ãðóïïû:

Lj(g, l, t) = S
j
l ((g(x, l, t))(x,l)∈Ms

, (g(x, l, t − 1))(x,l)∈Mp
, (g(x, l, t − 1))(x,l)∈Md

)×
×M j

p (sj(l), t)×

×M
j
d(sj(l), t);

• ñåòü g(t) â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò ñîñòîÿíèÿ âåðøèí (si(t) =
∏

ρ(i,j) sij(t)), ñî-ñòîÿíèÿ äóã Ms, Mp, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ òàê æå, êàê â ñòàòè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå,è ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêèõ äóã Md, îïðåäåëÿåìûå òðåòüèìè êîìïîíåíòàìè óïðàâ-ëåíèé èãðîêîâ;
• h(g, t, u) =

∏

x∈L hx((my)y∈Md(·,x), t) � �óíêöèÿ ïåðåõîäà, ïî êîòîðîé ñîñòîÿíèÿâåðøèí L â ìîìåíò âðåìåíè t + 1 çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèé âõîäÿùèõ â ýòè âåðøèíûäèíàìè÷åñêèõ äóã Md â ìîìåíò âðåìåíè t.
• Hi(g, t) � èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ âûèãðûøà i-ãî èãðîêà, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå ñå-òåé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Òî åñòü îáùèé âûèãðûø ðàâåí Hi(s, ms, mp, md) =

Hi(g(1), 1) + Hi(g(2), 2) + · · · + Hi(g(m), m).Åñëè íå ó÷èòûâàòü ñòðóêòóðíûõ ðåáåð, èíòåðïðåòàöèÿ èãðû î÷åíü ïðîñòà: èãðîêâûáèðàåò ñîñòîÿíèå êàæäîé âåðøèíû, çàâèñÿùåå îò ðåáåð âçàèìîäåéñòâèÿ è äèíàìè-÷åñêèõ äóã, ñâÿçàííûõ ñ âåðøèíîé â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëå ýòîãî îí óæåâûáèðàåò ñîñòîÿíèÿ ðåáåð âçàèìîäåéñòâèÿ è äèíàìè÷åñêèõ äóã, çàâèñÿùèå îò âûáðàí-íûõ èì ñîñòîÿíèé âåðøèí. Äëÿ ñòðóêòóðíûõ ðåáåð ñîñòîÿíèÿ âåðøèí è äóã èãðîêàçàâèñÿò äðóã îò äðóãà â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, èãðîê âêàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåò ãëîáàëüíî ñîãëàñîâàííûé ñòàòè÷åñêèé ïîòîê â ñå-òè. Âïðî÷åì, êàê è â ñòàòè÷åñêîé ãðóïïîâîé èãðå, â äèíàìè÷åñêîé ìîæíî ðàçäåëèòüñîâìåñòíî óïðàâëÿåìûå âåðøèíû è ñëèòü âåðøèíû, óïðàâëÿåìûå ðàçíûìè èãðîêàìè.8



Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåðøèí áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì èãðîêîâ, à ñòðóêòóð-íûå ðåáðà Ms èñ÷åçíóò. Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîåóïðîùåíèå ïðîèçâåäåíî.Íàïîìíèì, ÷òî â ìíîãîøàãîâîé èãðå ñòðàòåãèÿ èãðîêà � ýòî óïðàâëåíèå u ∈ Uj(g, t),çàäàííîå äëÿ êàæäîé ñåòè g è êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t. Êàæäûé íàáîð ñòðàòåãèéâ èãðå â ðàçâåðíóòîé �îðìå îïðåäåëÿåò ïàðòèþ � ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèéñåòè. Ïàðòèþ ìîæíî èçîáðàçèòü ãðà�îì gt, ðàçâåðíóòûì âî âðåìåíè � ò. å. ãðà�îì, âêîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí L×S, ìíîæåñòâî äóã òèïà ((a, t)j , (b, t)j), ãäå (a, b) ∈ M j
s èìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêèõ äóã òèïà ((a, t), (b, t + 1)), ãäå (a, b) ∈ M = Mp ⊔Md. Ïîäûãðåâ ðàçâåðíóòîé �îðìå, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ïîçèöèè x â ìîìåíò âðåìåíè t, ñîîòâåòñòâóåòïîäãðà�, ðàçâåðíóòûé âî âðåìåíè, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïóòåé, âåäóùèõ èç âåðøèíû (x, t).È íàîáîðîò:Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ êàæäîé ðàçâåðíóòîé âî âðåìåíè ñåòè gt, â êîòîðîé çàâèñè-ìîñòü ñîñòîÿíèÿ êàæäîé âåðøèíû îò ñîñòîÿíèé âõîäÿùèõ äóã ñîáëþäàåòñÿ, ñóùå-ñòâóåò ïàðòèÿ â äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå, ïîðîæäàþùàÿ ýòó ñåòü.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî âðåìåíè.Çàìå÷àíèå 3. Íå íóæíî ïóòàòü ðàçâåðíóòóþ âî âðåìåíè ñåòü gt ñ äåðåâîì ìíî-ãîøàãîâîé èãðû. Â ñåòè gt ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäíà ïàðòèÿ. Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûåñîñòîÿíèÿ åå âåðøèí è äóã, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ïàðòèè èãðû. Â äåðåâå èãðûðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïàðòèè, íî áåç ó÷åòà ñåòåâîé ñòðóêòóðû èãðû.Çàìå÷àíèå 4. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîñòîÿíèå âåðøèíû l â ìîìåíò âðåìåíè t + 1 íåîáÿçàíî çàâèñåòü îò ñîñòîÿíèÿ òîé æå âåðøèíû â ìîìåíò âðåìåíè t. Òàêàÿ çàâèñèìîñòüåñòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â ýòîé âåðøèíå åñòü äèíàìè÷åñêàÿ äóãà-ïåòëÿ.Ïðèìåð 4. �àññìîòðèì ñåòåâóþ èãðó, ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé � îäíîìåðíûé ïóòü

(L, M) = (a1, a2, . . . am), âñå äóãè â êîòîðîì � äèíàìè÷åñêèå. Ïóñòü êàæäàÿ âåðøèíàìîæåò íàõîäèòüñÿ â 2 ñîñòîÿíèÿõ: ¾âêëþ÷åíî¿ è ¾âûêëþ÷åíî¿, ïðè÷åì âåðøèíà aiâ ìîìåíò t âêëþ÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âêëþ÷åíà âåðøèíà ai−1 â ìîìåíòâðåìåíè t − 1. Òàêàÿ èãðà ìîäåëèðóåò äâèæåíèå îáúåêòîâ ñëåâà íàïðàâî ñî ñêîðîñòüþ1. Çàìå÷àíèå 5. Äàííîå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðû ïîçâîëÿåò ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà èãðû ñ ðàçäåëåííûìè äèíàìèêàìè [10℄ è èåðàðõè÷åñêèå [7℄. Èãðà ñðàçäåëåííûìè äèíàìèêàìè � ýòî ìíîãîøàãîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà, â êîòîðîé âåðøèíû ðàç-íûõ èãðîêîâ íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Äàííîå îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùèòüíà èãðû ñ ìíîæåñòâîì ðàçäåëåííûõ è îáùèõ äèíàìèê, íåêîòîðûì îáðàçîì çàâèñÿùèõäðóã îò äðóãà.Èåðàðõè÷åñêàÿ ñåòåâàÿ èãðà èç n óðîâíåé � ýòî ïðîñòî ìíîãîøàãîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà,â êîòîðîé ìíîæåñòâî èãðîêîâ I äåëèòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà A1⊔A2⊔· · ·⊔An = I � óðîâíè,ïðè÷åì
• �îðèçîíòàëüíûå äóãè Mp ñîåäèíÿþò òîëüêî èãðîêîâ îäíîãî óðîâíÿl
• Äèíàìè÷åñêèå äóãè Md èäóò òîëüêî îò ïðåäûäóùåãî (i-ãî) óðîâíÿ ê ïîñëåäóþ-ùåìó ((i + 1)-ìó). Òàêèì îáðàçîì, ñåòü ðàñïàäàåòñÿ íà n ñåòåé, ïîñëåäîâàòåëüíîñîåäèíåííûõ äèíàìè÷åñêèìè äóãàìè;
• Âûèãðûø èãðîêà i-ãî óðîâíÿ çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ i-é ñåòè è ïîñëåäóþùèõñåòåé.Îáû÷íàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà [7℄ � ýòî ñåòåâàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ èãðà, â êîòîðîé íåòäóã Mp, à åñòü òîëüêî äèíàìè÷åñêèå äóãè Md, ñîåäèíÿþùèå ìåæäó ñîáîé ðàçíûå óðîâ-9



íè. Êðîìå òîãî, âûèãðûøè èãðîêîâ ïîä÷èíåííûõ óðîâíåé ìîãóò áûòü íåçàâèñèìû. Ýòîçíà÷èò, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäûãðàõ â ðàçâåðíóòîé �îðìå ïðîùå íàõîäèòü ðàâíî-âåñèÿ.Äðóãîé ïðèìåð èåðàõè÷åñêîé èãðû � îðãàíèçàöèîííàÿ ñèñòåìà [2℄, ñîñòîÿùàÿ èçóïðàâëÿþùåãî îðãàíà � öåíòðà è n óïðàâëÿåìûõ ñóáúåêòîâ � àãåíòîâ.Îïðåäåëåíèå 9. Äèíàìè÷åñêàÿ èãðà óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì � ýòî ìíîãîøàãîâàÿ ñå-òåâàÿ èãðà, â êîòîðîé íåò äóã âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó èãðîêàìè: Mp = ∅.Òàêèì îáðàçîì, äóãè â òàêîé èãðå äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû: äóãè M j
p äëÿ êàæäîãîèãðîêà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, çàäàþùèå ñòàòè÷åñêèé ïîòîê äàííîãî èãðîêà âêàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, è äóãè Md, çàäàþùèå äèíàìè÷åñêèé ïîòîê (îáùèé äëÿ âñåõèãðîêîâ). Â îáùåì ñëó÷àå ñòàòè÷åñêèå ïîòîêè è äèíàìè÷åñêèé ïîòîê çàâèñÿò äðóã îòäðóãà.Êàê è â ëþáîé êîíå÷íîé èãðå, â êîíå÷íîé ñåòåâîé èãðå ñóùåñòâóåò ìàêñèìèííàÿ(îñòîðîæíàÿ) ñòðàòåãèÿ ëþáîãî èãðîêà. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðûâåðíî ñâîéñòâî ìàêñèìèíà, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâó ìàêñèìèíà â ñòàòè÷åñêîé èãðå:Óòâåðæäåíèå 4. Â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå ñîãëàñèÿ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàê-ñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà, â êîòîðîé íåò äóã èç ìíîæåñòâà Mp, ñîåäèíÿþùèõ

i-ãî èãðîêà ñ îñòàëüíûìè. Ïðè ýòîì îñòàëüíûå èãðîêè ñîãëàñóþò ñâîè èíòåðåñû,ò. å. ïàðàìåòðû ëþáîé äóãè (j, k) ∈ Mp ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðàòåãè-ÿìè èãðîêîâ j, k.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ìàêñèìèí äëÿ èãðîêà i â ìíîãîøàãîâîé èãðå � äèíà-ìè÷åñêè óñòîé÷èâûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Ïðè ýòîì âñåãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìèí,óäîâëåòâîðÿþùèé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9℄.Äîêàæåì òåïåðü ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó ìîìåíòîâ âðåìåíè, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìèí,èçîëèðóþùèé èãðîêà i, â êîòîðîì îñòàëüíûå èãðîêè ñîãëàñóþò ñâîè äåéñòâèÿ.Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà � íà ïîñëåäíåì øàãå ðàçûãðûâàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ èãðà, äëÿêîòîðîé åñòü èçîëèðóþùèé ìàêñèìèí ïî äîêàçàííîìó ðàíåå óòâåðæäåíèþ 2. Åñëè äëÿèãðû äëèíîé k øàãîâ ñóùåñòâóåò èçîëèðóþùèé ìàêñèìèí, òî äëÿ èãðû äëèíîé k + 1øàã � ìàêñèìèí, êîòîðûé ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-ìèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèííîìó âûáîðó íà ïåðâîì øàãå èãðû èç k øàãîâ. Òàêîéìàêñèìèí ìîæíî âûáðàòü èçîëèðóþùèì ïî ñâîéñòâó ñòàòè÷åñêîé èãðû, â ïîñëåäóþùåéèãðå èç k øàãîâ îí òàêæå áóäåò èçîëèðóþùèì ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.Òàêèì îáðàçîì, â ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðå äëÿ êàæäîãî èãðîêà i ñóùåñòâóåò ìàê-ñèìèííàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ìíîæåñòâî Mp äóã âçàèìîäåéñòâèÿ i ñ äðóãèìè èãðîêàìèïóñòî. Áîëåå òîãî, äëÿ îñòàëüíûõ èãðîêîâ äóãè Mp èìåþò òàêîå ñâîéñòâî: äëÿ ëþáîéäóãè (i, j) ∈ Mp ìîæíî âûáðàòü ìàêñèìèííûå ñòðàòåãèè si(j, t) = sj(i, t) = sij(t), ïðèýòîì ñîñòîÿíèå âåðøèí si(t + 1), sj(t + 1) â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿñîñòîÿíèåì äâóõ äóã si(t) = sj(t). Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ äóãà âçàèìîäåéñòâèÿèãðîêîâ ýêâèâàëåíòíà îäíîé ñòðóêòóðíîé äóãå è äâóì äèíàìè÷åñêèì. Ýòîçíà÷èò, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ìàêñèìèííîé ñòðàòåãèè ìíîæåñòâî Mp ìîæíî óñòðàíèòüè ðåøàòü ìàêñèìèííóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè äèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà è ñåìåéñòâà ñòàòè-÷åñêèõ.�àâíîâåñèå ïî Íýøó â äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå òàê æå, êàê è â ñòàòè÷åñêîé,îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîãëàñîâûâàòü ñòðàòåãèè èãðîêîâ.Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ êàæäîé ðàâíîâåñíîé ïî Íýøó ñèòóàöèè s â äèíàìè÷åñêîéñåòåâîé èãðå äëÿ êàæäîé äóãè (i, j) ∈ Mp ñî ñòðàòåãèÿìè si(j, t), sj(i, t) ñèòóàöèÿ s′,â êîòîðîé s′i(j) = s′j(i) = mij(t) = inf(si(j, t), sj(i, t)), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñòàòè÷åñêîé10



èãðû: ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ äóãè èç Mp, òî çàìåíèâ ñòðàòåãèè îáîèõ èãðîêîâ
i, j íà îäíó ñòðàòåãèþ sij(t) = inf(si(j, t), sj(i, t)), ìû íå èçìåíèì ïàðòèþ è òîëüêîìîæåì óìåíüøèòü âîçìîæíîñòè èãðîêîâ íà êàæäîì øàãå. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñíàÿñèòóàöèÿ îñòàíåòñÿ ðàâíîâåñíîé.Îïðåäåëåíèå 10. Cîãëàñîâàííîå ðàâíîâåñèå � ýòî ñèòóàöèÿ s′, â êîòîðîé s′i(j) =
s′j(i) = mij(t) = inf(si(j, t), sj(i, t)) (êàê è â óòâåðæäåíèè 1 äëÿ ñòàòè÷åñêîé èãðû).Â ìíîãîøàãîâîé èãðå âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì [10℄:ñèòóàöèÿ s, âåäóùàÿ ê òðàåêòîðèè p è âûèãðûøàì H, ðàâíîâåñíà, åñëè îòêëîíåíèåêàæäîãî èãðîêà i îò òðàåêòîðèè p â êàæäîé ïîçèöèè (x, t) âåäåò ê ïîäûãðå â ðàçâåðíóòîé�îðìå, â êîòîðîé åãî ìàêñèìèííûé âûèãðûø íå áîëüøå Hi. Îòñþäà è ñëåäóåò îñíîâíàÿòåîðåìà:Òåîðåìà 1 (íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ). Ïóñòü ñèòóàöèÿ sâ äèíàìè÷åñêîé ñåòåâîé èãðå ïîðîæäàåò ïàðòèþ p, ðàçâåðíóòûé âî âðåìåíè ãðà�
(L×T, (M1, M2, . . . Mm)) è âûèãðûøè (Hi)i∈N . Ñèòóàöèÿ s � ñîãëàñîâàííîå ðàâíîâåñèåòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå îòêëîíåíèå êàæäîãî èãðîêà i îò òðàåêòîðèè pâ êàæäîé ïîçèöèè (x, t) ïîðîæäàåò ñåòü (L × {t, t + 1, . . . m}, (Mt, Mt+1, . . . Mm)), âêîòîðîé åãî ìàêñèìèííûé äèíàìè÷åñêèé ïîòîê è ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìèííûåñòàòè÷åñêèå ïîòîêè äàþò i-ìó èãðîêó âûèãðûø íå áîëüøå Hi(s).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïðèìåíÿåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíî-âåñíîñòè â ïðîèçâîëüíîé ìíîãîøàãîâîé èãðå [10℄ ê ñåòåâûì èãðàì. Òåïåðü óòâåðæäåíèåòåîðåìû ïðîñòî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 4 îá èçîëèðóþùåì ìàêñèìèíå â äèíàìè÷åñêîéñåòåâîé èãðå.Îòñþäà ïîëó÷àåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ðàâíîâåñèé â êîíå÷íîé äèíàìè÷åñêîéñåòåâîé èãðå:1. Äëÿ êàæäîé ñåòè g â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èùåì ìàêñèìèííûé âûèãðûø

Vi(g, t) êàæäîãî èãðîêà i â ïîäûãðå â ðàçâåðíóòîé �îðìå, íà÷èíàþùåéñÿ ñ ïî-çèöèè (g, t). Äëÿ êàæäîãî èãðîêà ìàêñèìèííûå âûèãðûøè âî âñåõ ïîäûãðàõ âðàçâåðíóòîé �îðìå èùóòñÿ ðåêóððåíòíî � ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìèííîé îïòè-ìèçàöèè äèíàìè÷åñêîãî ïîòîêà è ñåìåéñòâà ñòàòè÷åñêèõ.2. Èùåì ðåêóððåíòíî âñå ñîãëàñîâàííûå ðàâíîâåñèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìàò-ðèâàåì âñå ñîãëàñîâàííûå ïàðòèè (ò. å. òàêèå, ÷òî â äóãàõ âçàèìîäåéñòâèÿ èç Mpñòðàòåãèè èãðîêîâ ñîâïàäàþò) îò êîíöà ê íà÷àëó è íà êàæäîì øàãå t ïðîèçâîäèì�èëüòðàöèþ. Îñòàâëÿåì òîëüêî òå ïàðòèè g, â êîòîðûõ âûèãðûø Hi(g) êàæäîãîèãðîêà i íå ìåíüøå åãî ìàêñèìèííîãî âûèãðûøà Vi(g, t) ïðè ëþáîì îòêëîíåíèè.3. Âñå ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ñîãëàñîâàííûì ðàâíîâåñèÿì äîïîëíè-òåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ïàðàìåòðû âçàèìîäåéñòâèÿ èãðîêîâ mi(j) òàê, ÷òîáû âå-ëè÷èíà inf(mi(j), mj(i)) îñòàâàëàñü íåèçìåííîé. Ïîñëå ýòîãî íàäî ïðîèçâîäèòüïðîâåðêó íà ðàâíîâåñíîñòü.Çàìå÷àíèå 6 (î ëîêàëüíîñòè è ãëîáàëüíîñòè). Ìíîãîøàãîâàÿ ñåòåâàÿ èãðà �ýòî ìîäåëü äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîì äóãè îïðåäåëÿþò âçàèìîäåé-ñòâèÿ âåðøèí ìåæäó ñîáîé. Ïðè ýòîì äóãè èç ìíîæåñòâà Ms ñîîòâåòñòâóþò ¾ïåðåíîñóâçàèìîäåéñòâèé ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ¿, ïîñêîëüêó îáóñëîâëèâàþò âçàèìíóþ çàâè-ñèìîñòü âñåõ âåðøèí, ñîåäèíÿåìûõ äóãàìè, â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè t. Òàêèìîáðàçîì, ñåòü, â êîòîðîé åñòü ñòðóêòóðíûå äóãè Ms è ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòè÷åñêèå ïî-òîêè � ýòî ìîäåëü, â êîòîðîé ðàçäåëåíû ïðîñòðàíñòâî è âðåìÿ. Ëþáîå èçìåíåíèå â íåé11



ãëîáàëüíî � çàòðàãèâàåò âñþ ñåòü. Äóãè èç ìíîæåñòâà Mp è Md ïåðåíîñÿò âîçäåéñòâèåîäíîé âåðøèíû íà äðóãóþ (Md) è âçàèìîäåéñòâèå (Mp) ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ. Òàêèìîáðàçîì, ñåòü, â êîòîðîé íåò äóã Ms � ýòî ìîäåëü ¾ðåëÿòèâèñòñêîãî¿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â íåì êàæäîå âîçäåéñòâèå ëîêàëüíî � âëèÿåò òîëüêî íà ñîñåäíèå âåðøèíû.Îäíàêî â ñèñòåìå, â êîòîðîé èìååòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à � ïóñòü äàæå ñ îä-íèì èãðîêîì è áåç äóã Mp, íåâîçìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó, ó÷èòûâàÿ òîëüêî ëîêàëüíîåîêðóæåíèå âåðøèíû. Íàïðèìåð, â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèì ïîòîêîì èçìåíå-íèå ñîñòîÿíèÿ îäíîé äóãè (íàïðèìåð, óìåíüøåíèå åå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè) ìîæåòèçìåíèòü çíà÷åíèå îïòèìàëüíîãî ïîòîêà â äðóãîé äóãå, íàõîäÿùåéñÿ ñêîëü óãîäíî äà-ëåêî îò ïåðâîé.Ïðèìåð 5 (ìíîãîøàãîâîé ñåòåâîé èãðû). �àññìîòðèì ìíîãîøàãîâóþ ñåòåâóþ èãðó,ïîõîæóþ íà èçâåñòíóþ èãðó ñ ìÿ÷îì ¾êàðòîøêà¿. Ïóñòü èìåþòñÿ 3 èãðîêà A, B, C,óïðàâëÿþùèõ îäíîèìåííûìè âåðøèíàìè. Ïóñòü ìåæäó íèìè ìîãóò îáðàçîâûâàòü-ñÿ òîëüêî äèíàìè÷åñêèå ñâÿçè òàêèõ âèäîâ: (A, B), (A, C), (B, A), (B, C), (C, A), (C, C).Ïóñòü âñåãî èìååòñÿ 4 ìîìåíòà âðåìåíè. Ïóñòü êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ âñå-ãî â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: 0 (¾íåò ìÿ÷à¿) è 1 (¾åñòü ìÿ÷¿) è, àíàëîãè÷íî ïðèìåðó ñåòåâîéèãðû ñ äâèæóùèìñÿ îáúåêòîì, íà êàæäîì øàãå ìÿ÷ ïåðåìåùàåòñÿ â äðóãóþ âåðøèíóïî äóãå. Ïóñòü âûèãðûø èãðîêà ðàâåí êîëè÷åñòâó ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå ó èãðî-êà áûë ìÿ÷, ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿. Òî åñòü êàæäûé èãðîê ¾ïåðåáðàñûâàåò ìÿ÷¿ äðóãîìóèãðîêó è ñòðåìèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ìÿ÷ áûë ó íåãî êàê ìîæíî ðåæå.Òàêèì îáðàçîì, ýòî èãðà óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèì ïîòîêîì, â êîòîðîé åñòü òîëü-êî äóãè Md, ïðè÷åì êàæäàÿ äóãà òàêæå ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â ñîñòîÿíèÿõ {0, 1}.Ïîñêîëüêó èãðîê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îáÿçàí ïåðåäàòü êîìó-òî ìÿ÷, èãðà íå ÿâëÿ-åòñÿ èãðîé ñîãëàñèÿ. Ñåòü ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèÿõ {xA, xB , xC} (ñîîòâåòñòâåííî,ìÿ÷ íàõîäèòñÿ ó èãðîêà A, B, C). Ýòî èãðà ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé: HA + HB + HC = −4.Íàéäåì ñïåðâà ìàêñèìèííûå âûèãðûøè èãðîêîâ H∗
A, H∗

B , H∗
C âî âñåõ ïîäûãðàõ âðàçâåðíóòîé �îðìå (x, t), ãäå x ∈ {xA, xB , xC}, t ∈ {0, 1, 2, 3}. Ìàêñèìèíû ëåãêî ïîñ÷è-òàòü ðåêóððåíòíî ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è îíè òàêîâû:

t = 3 : H∗(xA, 3) = (−1, 0, 0), H∗(xB , 3) = (0,−1, 0), H∗(xC , 3) = (0, 0,−1),
t = 2 : H∗(xA, 2) = (−1,−1,−1), H∗

A(xB , 2) = (−1,−1,−1), H∗(xC , 2) = (−1, 0,−1),
t = 1 : H∗(xA, 1) = (−2,−1,−1), H∗(xB , 1) = (−1,−1,−1), H∗(xC , 1) = (−1,−1,−2),
t = 0 : H∗(xA, 0) = (−2,−1,−2), H∗(xB , 0) = (−2,−2,−2), H∗(xC , 0) = (−2,−1,−2).Â áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé ïðè t = 2, t = 1, t = 0 ñóììà ìàêñèìèíîâ � ãàðàíòèðîâàííûõâûèãðûøåé îòäåëüíûõ èãðîêîâ � ìåíüøå, ÷åì ïîñòîÿííàÿ ñóììà, êîòîðóþ ãàðàíòèðóåòñåáå êîàëèöèÿ èç 3 èãðîêîâ. Âèäíî, ÷òî ÷àñòî (íî íå âñåãäà) ìàêñèìèííûå âûèãðûøèñîâïàäàþò ñ ðàâíîâåñíûìè, à çíà÷èò, ðàâíîâåñèé î÷åíü ìíîãî.Àáñîëþòíîå ðàâíîâåñèå òàêæå íå åäèíñòâåííî. Íàéäåì (òàêæå íååäèíñòâåííîå, íîñ åäèíñòâåííûì âåêòîðîì âûèãðûøåé) àáñîëþòíîå ðàâíîâåñèå ¾â òèï-ñòðàòåãèÿõ¿[7℄, ò. å. â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîé èãðå, â êîòîðîé HA = (HA, HB , HC), HB =

(HB , HC , HA), HC = (HC , HA, HB). Èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äèíàìè÷åñêîãî ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ðàâíîâåñíûå õîäû ñ òàêèìè âûèãðûøàìè ïðè ðàçíûõ íà÷àëü-íûõ ïîçèöèÿõ xA, xB , xC :
H ′(xA) = (−2, 0,−2), H ′(xB) = (−2,−1,−1), H ′(xC) = (−2, 0,−2).4. Çàêëþ÷åíèå. Èòàê, â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî îáùåå îïðåäåëåíèå äèíàìè÷å-ñêîé ñåòåâîé èãðû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåí-íîãî ïîòîêà. Òåîðåìà î ñâîéñòâàõ ðàâíîâåñèÿ è àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ðàâíîâåñèé12



ïåðåíåñåíû ñ îáùèõ ìíîãîùàãîâûõ èãð íà ñåòåâûå èãðû ñ íåêîòîðûìè ìîäè�èêàöèÿìè,òàê, ÷òî â íèõ ó÷èòûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà èãðû.Ñòàòüÿ ðåêîìåíäîâàíà ê ïå÷àòè ïðî�. Ë.À. Ïåòðîñÿíîì.Ñòàòüÿ ïðèíÿòà ê ïå÷àòè 28 ìàÿ 2009 ã.
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